ULOHY ROZVIJAJUCE KOMBINATORICKE MYSLENIE

KATARINA DRLICKOVA

ABSTRAKT

Vtejto prdci som sa zamerala na ulohy rozvijajuce kombinatorické
myslenie. Zadania uloh som vyberala z u¢ebnic matematiky pre 7. roénik
a Pomocnika z matematiky pre 7. rocnik. Prdca je rozdelend na tri Casti.
V kaZzdom priklade som urcila stuperi kombinatorického myslenia
a kombinatoricki  situdciu. Priklady sme riesili v temetickom celku .
Kombinatorika. V prvej Casti Ziaci riesili jednoduché ulohy na zopakovanie
spbsobov riesenia. V druhej Casti riesili Ziaci zadané ulohy lubovolnym
spésobom. O rieseniach sme spolocne diskutovali a analyzovali vzniknuté
chyby. V tretej Casti mali Ziaci subor tloh, ktoré riesili spolocne v skupine po
Styroch. Riesili samostatne bez pomoci ucitela. Na nasledujucej hodine deti
po skupindch prezentovali svoje rieSenia. Po prezentdcii nasledovala

diskusia.

Uvob

,Preco je vhodné zaradit kombinatoriku do vyucovania matematiky? V prvom rade je to jej
atraktivnost. Mnoho problémovych situacii méze byt zaujimavych pre Ziakov a zarover im poskytnut
moznost skimania a objavovania. Po druhé: daju sa v nej najst aktivity vhodné pre vybornych Ziakov,
ale ja také, ktoré su primerané pre Ziakov nie velmi UspeSnych v matematike. Po tretie je to
pristupnost” ( Scholtzova ,23).

,» Kombinatorické myslenie je budované na schopnosti organizovat prvky mnoziny do prehladnych
tabuliek, grafov, schém a zoznamov“ ( Hejny , 1989). V kombinatorike sa procesualny pristup vyrazne
liSi od konceptualneho pristupu. Pri procesudlnom pristupe sa zacina nahladom do kombinatorickej
situdcie adalej sa pokracuje jeho postupnym organizovanim. Konceptualny pristup spociva
v pochopeni zndmych vzorcov pre jednotlivé typy kombinatorickych skupin( Hejny, 2001).

Ja ako Ziak som presla cez konceptualny spdsob vyucovania matematiky a stretla som sa s fou aZz na
strednej skole. Tymto bol poznamenany aj moj vztah ku kombinatorike, a preto som sa rozhodla so
svojimi Ziakmi riesit kombinatoriku procesualnym spdsobom. Priklady som nevytvarala nové, ale
vyuzili sme ucebnice a zbierky dostupné Ziakom.
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PrRVA CasT
Uloha 1

Mame 4 rézne farebné gulky ( cervenud, modrd, ZItu a zelenu). Usporiadaj ich do jedného radu, ak: a)
mame len dve gulky — cervenu a modru, b) tri gulky — ¢ervend, modru a Zltu, c) vsetky Styri gulky.
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Obrazok 1 Ziacke riesenia tlohy 1

Bazova mnotzina B: gulky, pracovna mnozina M : a)dvojice, b) trojice, c) Stvorice,
strategicky princip @ : a) ¢ém, m¢...., b) Emz, ¢Zm....c) Emzz....
Urover myslenia : 2 . Ulohu 1 Ziaci vyriesili bez chyb.

DU: N4&jst iny spdsob vypisovania moznosti tejto tulohy
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Obrazok 2 Ziacke rie$enia domaécej tlohy

Uloha 2

Z 6smych deti treba vybrat dve, ktoré p6jdu urobit reportaz na vystave. Vie sa, Ze z trojice Petra,

Ondrej a Maria p6jde nanajvys jeden. Zistite, kolko mozZnosti mame na vyber.

Ulohu 2 sme prevzali zMatematika pre 7.roénik ZS a2. Roénik gymnazii sosemroénym

Studiom(2011, s. 20).
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Obrazok 3 Ziacke riesenia tlohy 2

B: 8 deti, M: dvojice deti, ® : P1,P2,P3,......01,02,.......
Uroveri myslenia : 3. Ziaci robili chyby z nepozornosti, vytvorili dvojicu Ondrej — Maria.

Uloha 3

Z 6smych deti medzi ktorymi je 5 dievcat, treba vybrat dve deti, ktoré p6jdu na debatnu sutaz. Vie sa,
Ze vo vybranej dvojici mdze byt najviac jedno dievéa. Kolko moznosti mame na vyber?

Ulohu 3 sme prevzali zMatematika pre 7.roénik ZS a2. Roénik gymnazii s osemroénym
Studiom(2011, s. 21).
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Obrazok 4 Ziacke riesenia tlohy 3

B: 8 deti, M: dvojice deti, ® : DI1CH1, ...... D1CH2,....
Uroven myslenia : 3. Uloha vyrie$ena bez chyb.

Uloha 4

Z 6smych deti medzi ktorymi je 5 dievcat, treba vybrat dve deti, ktoré budu svoju triedu zastupovat
v Zziackom parlamente. Vie sa, Ze Petra aj Maria budu so svojim vyberom suhlasit len vtedy, ked druhy
vybrany bude chlapec. Kolko moZnosti mame na vyber?

Ulohu 4 sme prevzali zMatematika pre 7.roénik ZS a2. Roénik gymnazii s osemroénym
Studiom(2011, s. 21).
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B: 8 deti, M: dvojice deti, ®:

Obrazok 5 Ziacke riedenia ulohy 4

D1CH1, D1CH2,....

Uroveri myslenia : 3. Chyby nastali pri vypisovani, podmienky vztiahli na vietky dievéatd, nielen na

Petru a Mariu.
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DRUHA Cast
Uloha 5

a)V krajine Fourland maju iba Styri pismena F, O, U, R a kazdé slovo ma prave Styri pismena.
V ziadnom slove sa nesmie opakovat ani jedno pismeno. Napi$ vsetky slova, ktoré sa z nich daju
napisat.

b) V krajine Triland maju iba tri pismena a kazdé slovo ma prave tri pismena. Na rozdiel od Fourlandu,
kazdé pismeno modze byt v jednom slove pouzité aj viackrat. Napi$ vsetky slova krajiny Triland. Je ich
viac ako vo Fourlande?

c) Vkrajine Xland maju x pismen a kazdé slovo ma prave x pismen. Na dobrd komunikaciu treba
aspon 2000 slov. Vypoditaj, aké najmensie mbze byt x, ak sa pismena v slovach a) nesmu opakovat, b)
mozu opakovat.

Ulohu 5 sme prevzali z Pomocnik z Matematiky pre 7.roénik ZS a 2. Roénik gymnazii s osemroénym
$tudiom, 2.¢ast(2012, s. 57).

0. U. R a kazdé slovo mé préve $tyri pismena

/ “ourl i iba Styri pismena F,
N il dno pismeno. Napf§ vietky slova, ktoré sa dajui u nich napisat

V ziadnom slove sa nesmie opakovat ani je
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V krajine Triland maju iba tri pismend a kazdé slovo mé prave tri pismend. |
Na rozdiel od Fourlandu, kazdé pismeno méze byt v jednom slove pouZité aj viackrat
Napis vietky slové krajiny Triland. Je ich viac ako vo Fourlande?
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BTkm;inv Xland maiji x pismen a kazdé slovo mé prave x pismen Na dobri komuml-;anu
treba aspon 2 000 slov. Wpotitaj, aké najmensie moze byf x, ak sa pismena v slovach
a) nesmii opakovaf, b) mozu opakovaf
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Obrazok 6 Ziacke riedenia ulohy 5

a) B: 4 pismenda , M: Stvorice pismen, @ : FOUR, FORU
AAA, AAB.....

b) B: 3 pismena, M: trojice pismen, ® :
c) B: pismena, M: x- tice pismen, ®: a) 7 —ice, b) 5 —ice. Uroven myslenia 3.
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Uloha 6
Na Skolskom turnaji sa zdc¢astnilo 9 druzZstiev. Hrali kazdy s kazdym. Kolko zapasov odohrali?

Ulohu 6 sme prevzali z Matematiky pre 7.roénik ZS a 2. Roénik gymnazii s osemroénym $tadiom,
1.¢ast(2010, s. 85).
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Obrazok 7 Ziacke rie$enia ulohy 6

B: 9 druistiev, M: dvojice, ® : 1-2, 2-3, .... Uroveri myslenia 3.

Niektori Ziaci ratali aj s odvetami, preto im vysiel dvojndsobny vysledok, niektori zaratali aj moznost
1-1,2-2...

Uloha 7

Napis vietky stvorciferné Cisla z ¢islic 3, 2, 1 a 0, ak sa Cislice nesmu opakovat.
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Ulohu 7 sme prevzali z Pomocnik z Matematiky pre 7.roénik ZS a 2. Roénik gymnazii s osemroénym
$tudiom, 2.¢ast(2012, s. 59).
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Obrazok 8 Ziacke riesenia tlohy 7

B: cifry 3, 2, 1, 0, M: Stvorciferné Cisla, ® : 1230, 1203 ..Uroveii myslenia 3.
Niektori Ziaci zaratali aj moZnosti, ked' je 0 na zacCiatku.

Uloha 8
Kolko mozes vytvorit patcifernych isel z Cislic 2, 0, 8, 6 a 4, ak sa Cislice nesmu opakovat?

Ulohu 8 sme prevzali z Pomocnik z Matematiky pre 7.roénik ZS a 2. Roénik gymnazii s osemroénym
$tudiom, 2.¢ast(2012, s. 59).

1 2,0, 36,4
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Obrazok 9 Ziacke rie$enia ulohy 8

B : cifry 2, 0, 8, 6, 4, M: 5 — ciferné &isla, ® : 20864,.... Uroveri myslenia 3. Niektori Ziaci zaratali aj
moznosti, ked' je 0 na zaciatku.

Uloha 9

Ulohu 9 sme prevzali z Pomocnik z Matematiky pre 7.roénik ZS a 2. Roénik gymnazii s osemroénym
$tudiom, 2.¢ast(2012, s. 59).
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Kolko mdzes vytvorit trojcifernych Cisel z ¢islic 1, 3, 5 a 7, ak sa €islice nesmu opakovat?
; Pl
do . 7( ) ) ¢y

Obrazok 10 Ziacke rie3enia tlohy 9
B : cifry 1,3, 5, 7, M: 3 — ciferné &isla, @ : 135, 153,.... Urovef myslenia 3. Bez chyb.
Uloha 10

Danka si pletie sveter a ma na vyber viny siedmych farieb. Kolkymi sp6sobmi méze vybrat tri farby na
rukavy?

Ulohu 10 sme prevzali z Pomocnik z Matematiky pre 7.roénik ZS a 2. Roénik gymnazii s osemroénym
$tudiom, 2.¢ast(2012, s. 63).

Obrazok 11 Ziacke rie$enia tlohy 10

B : 7 farieb, M: 3 —ice farieb, @ : 123, 124,.... Uroveri myslenia 3. Niektori Ziaci ratali: 7.6.5 = 210 -
pretoze predpokladali, Ze zalezi na poradi.

Uloha 11
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Janka si pletie pasikavé rukavice a ma iba 5 farieb. Kolko ma moznosti, ak chce mat lavu rukavicu
trojfarebnu?

Ulohu 11 sme prevzali z Pomocnik z Matematiky pre 7.roénik ZS a 2. Roénik gymnazii s osemroénym

$tudiom, 2.¢ast(2012, s. 63).
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Obrazok 12 Ziacke riedenia tlohy 11

B : 5 farieb, M: 3 — ice farieb, @ : 123, 124,.... Uroven myslenia 3. Po vyriedeni predchadzajlcej
ulohy, tuto vyriesili bez chyb.

V 2. ¢asti mali Ziaci viacero moznosti spésobu rieSenia. Nemali zadany sp6sob rieSenia. Najcastejsie
rieSili vypisovanim moznosti, tlohu 8 a 9 vypoctom. V Ulohe 11 vyuZili stromovy diagram aj tabulku.

TREeTIA CAsT

V tejto Casti vkladdm zadania prikladov, ktoré Ziaci rieSili v skupinach. Ukazky Ziackych prdc prikladdm
v prilohe. Ulohy 1 — 12 sme prevzali z Pomocnik z Matematiky pre 7.ro¢nik ZS a 2. Roénik gymnazii
s osemrocnym Studiom, 2.¢ast(2012, s. 62,72, 73,74, 77,79).

Uloha1

Chces sa dostat z bodu A do bodu B. M6zes ist iba po stranach Stvorcov doprava alebo nadol. Nakresli
vSetky rézne cesty z A do B. Kolko ich je?

A

Uloha 2 a)Rie$ Glohu 1 na nasledujicom obrazku:
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b)Vyfarbi jeden Stvorec tak , aby existovala jedind cesta z Ado B, ktord nebude prechadzat po
strandch ani cez vrcholy tohto Stvorca.

.4
B

B: jednotlivé Usecky, M: vyhovujlice strany $tvorca, @ : AEFGB, AEFIB,.... Urovert myslenia 2. Ziaci si
vybrali zly smer, ktory nesplitial podmienky zadania. b) vyslo viacej moznosti, lebo zaratali 2x tu istu
cestu.

Uloha 3

Pani ucitelka vybrala na sutaz trojélenné druzstvo, v ktorom musel byt aspori jeden chlapec aj dievéa.
Dievcatd vyberala z Betky, Katky a Zuzky, chlapcov z Andreja, Ivana a Olega. Napis vSetky moZnosti.

B: 3 dievéatd, 3 chlapci, M: trojé¢lenné druzstvo, ® : 1CH + 2D, 1D + 2CH. Uroveri myslenia 3. Niektori
Ziaci zle pochopili zadanie, nebrali do Gvahy, Zze mohli byt aj dve dievcata.

Uloha 4
Nakresli cesty medzi mestami tak, aby

a) bola cesta z kazdého mesta do kazdého, b) sa z kazdého mesta dalo dostat do kazdého, c) sa
z kazdého mesta dalo dostat do kaZzdého a pocet ciest bol ¢o najmensi.

B: 9 ciest, M: cesty vyhovujuce podmienkam, @ : konkrétne cesty.. Urovei myslenia 3. Ziadna
skupina nemal dobre vsetky tri ¢asti. Neuvedomili si, Ze sa rata cesta tam aj spat.
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Uloha 5

Vloz medzi Cislice dve znamienka +. Kolko réznych suétov mozes dostat?
123456

123456

B:1,2,3,4,5,6, M: dve znamienka +, ® : 1 + 2 + 3456...... Urover myslenia 3. Jedna skupina zabudla
jedno riesenie, niektori neporozumeli zadaniu.

Uloha 6

Cyklista iSiel z Makovnika do Orechovnika po priamej ceste dlhej presne 100 km. Pohyboval sa
rychlostou 20 km/h. V okamihu, ked' vyrazil z Makovnika, z Orechovnika vyrazila mucha rychlostou 45
km/h — bola to Specidlne trénovana mucha — presne oproti $pi¢ke cyklistovho nosa. Pri zrazke sa
okamzZite otoCila spat aletela do Orechovnika. Tam sa znovu okamZite otolila aletela oproti
cyklistovmu nosu. To sa opakovalo, az kym cyklista nedorazil do Orechovnika. Kolko kilometrov
dovtedy mucha nalietala?

B: 100 km, M: Trasa cyklistu a muchy, ® : 100:20=5, 45.5 = 225. Urovef myslenia 3.

Tuto ulohu vyriesili vSetci spravne, avsak len jedna skupina napisala aj riesenie.

Uloha 7
Kolko vies zakrdzkovanim vytvorit vietkych ¢isel?a)1 2 3 4 b)5 0 86.
B: 1, 2, 3, 4, M: jedno, dvoj, troj, Stvorciferné Cisla, ® : 1, 2, 3, 4, 12, 123,.......... Urover myslenia 3.

Niektori Ziaci si neuvedomili, Zze treba uréit vSetky éisla jedno — Stvorciferné, niektori zabudli na
jednociferné, nevylucili tie, ktoré zacinaju O.

Uloha 8

Kvetindrka ma 10 cervenych a8 bielych ruZzi. Kolko ma roéznych mozZnosti na vyber farby, ak
a) do kytice chce poufzit 6 ruzi? b) do kytice chce pouzit 10 ruzi?

B: 10 &ervenych a 8 bielych ruzi, M: a) 6 —tice, b) 10 ruzi, @ : 6¢, 5¢1b. Uroveri myslenia 3. Niektori si
neuvedomili, Ze bielych je len 8 a nie 10, niektori zabudli mozZnost 6¢, 6b.
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Uloha 9

Korene figounikov vraj dorastaji az do hfbky

Pocet metrov je rovnaky ako pocet moznosti,
ktoré md zdhradnik, ak chce vedla seba
zasadit 5 réznych figovnikouv.

B: 5 stromov, M: 5 —tice,, ® : 12345,......

Uloha 10

Voda v stromoch pridi zo zeme do konarov

v niektorych stromoch celkom pomaly, napr. v buku
je to asi 1 meter za hodinu. Ale napr. v dube pridi
prekvapujtico rychlo — az metrov za hodinu.

Kvapka vody sa chce zo zeme dostat na koniec niektorého
kondra stromu. Kolko md ciest, ktoré si méze vybrat?

A

B: korene a konare stromu, M: 7 — mice, , ® : 7 koreriov a 6 korefiov = 7.6 . Uroveri myslenia 3.
Bez chyb.

Uloha 11
W s ™ \
R 0
ovnako, ako pistolnici patria k filmom z divokého zépadu aj obrovské K
kaktusy. Rastlina, ktoré ¢asto pripomina velky svietnik a s oblubou rastie
na pustach Arizony a Mexika, sa vola kaktusovec obrovsky. To, Zze K A
si svoje meno naozaj zaslizi, potvrdzuje jeho vyska. Dorasta az do m. K A K
Kolkymi cestami méze kvapka stiect k vyznacenéme pismenu vu? kA KT
K A KTU

N S
KAKTHS !

B: cesty, M: spravne moznosti, @ : Pascalov trojuholnik. Urover myslenia 3. Bez chyb.
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Uloha 12

E?aéni v tvoréeku v lavom dolnom rohu a skonéi v stvorceku v pravom hornom rohu. Mozes ist smerom
hore alebo doprava tak, aby stcet ¢isel, cez ktoré prejdes, bol 100. Vznikne tak lomena Ciara.

Na aky najmensi pocet zalomeni to vies urobif? Na aky najvasi pocet zalomeni to vies urobif?
Existuje jedina najkrat3ia cesta alebo ich je viac? Existuje jedina najdlhsia cesta alebo ich je viac?

ol « Bl @ 80 128 418 ¢ 1.8 9
178 a4 56 78 9 i 34 56789
i 2@ 4567809 #ol 478 6 7.8 9
yiaia i 5@ 7.8 9 1335 6 7.8 9
¥ o0 48 6.1 88 i 28 46673809
12l s 8 789 1 A3 s 8 789
128 4 8§ 6% 89 i 28 48 6789
18 3 &is 67189 18 3 858 789
o 48 61 88 ¥ 2% 48 67189

B: cifry 1 -9, M: cifry, ktorych sucet je 100, @ : spravne cesty. Uroveri myslenia 2. Ziakom sa zdal
tento priklad najtazsi, pretoze museli pouzit pokus — omyl aj viac krat a museli ratat. 3 skupiny
vyriesili a) aj b), ale nikto nenasiel viacero rieseni.

RiesSenia:

Cast prva: Ul:a)2, b) 6, c) 24, U2: 25, U3: 21, U4: 21.

Cast druhd: U5: a)24,b) 21,c) a. 7 — Land, b. 5 — Land, U6: 36, U7: 18, U8: 96, U9: 24, U10: 35, U11: 10.

Cast tretia : U1:

I(fhces sa dostaf z bodu A do bodu B. M6Zes ist iba po strandct
y 5 < ang
Nakresli vietky rozne cesty z A do B. Kolko ich je? o

A
°

$tvorcov doprava alebo nadol.

B




u2:
A 1 1 1
1 2 13 14
1 3 |6 10
B

0 Vyfarbi jeden $tvorec tak, aby existovala jedina cesta z A do B.
ktora nebude prechadzat po stranach ani cez vreholy tohto &tvorca.

A
ol
|
)
B B
U3: 18,
U4
Rt {
€ bola cesta z kazdého () sazkazdéhomestadalo € sazkazdého mesta dalo dostaf do kaz-
mesta do kazdého. dostat do kazdého. dého a pocet ciest bol ¢o najmensi.

U5: 10, U6: 225 km, U7: a) 15, b)12,U8:a) 7,b) 9,  U9: 120m, U10: 42m, U11: 15ciest,

U12:

_4zalomenia  1lzalomeni

_jeichviac S jeich viac
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ZAVER

Tym, Ze Ziaci mali volnost v spdsobe rieSenia, hodiny sa im pacili. Dokonca aj slabsi Ziaci zvladali aj
narocnejsie ulohy. Naopak, niektori jednotkari, navyknuti sa ucit ,, biffovat” necitili potrebnd istotu,
pri volnosti, tvorivosti. Jedna zZiacka bola velmi nespokojna, ze nevie vymyslat nové riesenia, chcela,
aby som jej dala konkrétny postup, $abldnu, podla ktorej by sa dali vsetky Glohy riesit.

Napriek tomu, Ze Ziaci vo vSeobecnosti kombinatoriku nemaju radi, sama som bola milo prekvapen3,
Ze mojich ziakov tieto hodiny bavili. Mali radost z kazdého rieSenia a pacilo sa im aj to, Ze sme spolu
o riedeniach, aj tych zlych spolu diskutovali. Ziaci sami prezentovali a zdévodriovali svoje rie$enia, ¢o
bolo pre nich narocnejsie. Vedia priklad vyriesit, ale uz tazsie si ho vedia obhdjit, popripade vysvetlit
svoje rieSenie spoluZiakom. Hodiny boli zabavné, tvorivé a zaujimavé nielen pre Ziakov, ale aj pre mna
ako ucitela boli povzbudenim, pretoze som videla radost a zaujem Ziakov.
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