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/HODNE ZOBRAZENIA A GEOGEBRA
V KONSTRUKCNYCH ULOHACH

KARIN FUSKOVA

ABSTRAKT

Prdca je zamerand na rieSenie konsStrukcnych uloh v rovine s vyuZitim
interaktivneho matematického programu GeoGebra. Jeho vyhodou je volnd
dostupnost a bezplatnost. Prdca poukazuje na to, Ze Ziaci, ktori vyuZivaju
geometrické softvéry, méziu doplriat viastni predstavivost dynamickou
manipuldciou s geometrickymi objektmi a dokdZu lahSie vytvdrat stratégie,
preverovat hypotézy, zistovat podmienky riesitelnosti a pocet vyhovujucich
rieSeni. Takto dochddza u Ziakov ku rozvijaniu tvorivosti, ndpaditosti
a predstavivosti. Zdroveri sa Ziaci ucia formovat otdzky, hladat vztahy,
argumentovat, otvorene komunikovat, spolupracovat, verifikovat vysledky
aaj cenit chyby. Vprdci je uvedend tedria zhodnych zobrazeni a
konstrukéné ulohy riesené pomocou zhodnych zobrazeni v rovine s vyuZitim
programu GeoGebra. Cielom prdce je vzbudit uZiakov zdujem
o matematiku prostriedkami interaktivneho geometrického systému

a pestovat v nich ldsku k matematike.

p
UvobD

V prirode a v kazdodennom Zivote sa stretdvame so zhodnymi zobrazeniami a so zhodnymi Utvarmi.
Napriklad mnohobunkové Zivocichy sa rozdeluji na Zivocichy lucovito siumerné — oddelenie
dvoijlistovce a Zivocichy s dvojstrannou simernostou tela — oddelenie trojlistovce. Kvety rastlin mozu
byt simerné podla jednej roviny, alebo IG¢ovito simerné podla niekolkych rovin. Daléim prikladom
su tlacené pismend abecedy: A, C,D,E, M, T, U, V, Y su osovo simerné, N, Z su stredovo simerné
al, H, O, X st osovo aj stredovo simerné. Mnohé predmety nasej dennej potreby su osovo simerné
- zubna kefka, pohare, taniere, panvice, niektoré druhy priboru. Priklady ndjdeme aj v zariadeni bytov
a domov, napriklad osovo simerné mozu byt stolicky, stoly, skrine, postele, svietidla. V Sporte su
osovo aj stredovo sumerné mnohé Sportové ihriskd. Osovo sumerné su futbalové a hokejové brany,
stolnotenisovy stol, lopty, tenisové rakety, niektoré druhy lyzi.

Ziaci si tuto skuto¢nost uvedomuju a lahko pochopia a naudia sa teériu zhodnych zobrazeni. Problém
nastava pri aplikacii prislusnych teoretickych poznatkov v konstrukénych ulohach, pretoze sa v nich
neda uplatnit univerzalny algoritmus riesenia. Casto aj jednoduché konstrukéné ulohy bud nevedia
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vyriesit, alebo ich riesia nelplne. Maju aj skromnu zruc¢nost v konstruovani. Treba ich viest ku
presnosti v rysovani, trpezlivosti a doslednosti, ¢o je uZitoéné aj v praktickom Zivote. Mali by riesit
dostatocné mnozstvo Uloh rézneho typu, aby sa naudili samostatnosti v rieSeni a aby sa rozvijala ich
tvorivost. Ak su Ziakom zadavané iba ulohy analogického typu, Ziaci ich sice lahsSie zvladaju, ale
rieSenie sa stava stereotypnou pracou, ktora nie je motivujlca a nerozvija tvorivost a intelekt Ziakov.

Je vhodné podla moZnosti a materidlno-technického vybavenia skoly vyuzivat pri vyucbe geometrie
nielen tabulu, rysovacie pomocky, pripadne spatny projektor a félie, ale aj r6zne vyukové programy,
ako napriklad Planéta vedomosti (komplexny elektronicky vzdeldvaci systém pre zakladné a stredné
Skoly pokryvajuci hlavné predmety — matematika, fyzika, chémia, bioldgia a prirodoveda), alebo
geometrické softvéry Cabri geometria, GeoGebra, Planimetrik, Cinderella, Euklides, WinGeom a iné.
Niektoré z nich (napriklad madarsky Euklides) nemaju dostupné verzie v slovenskom jazyku a zatial sa
da stiahnut ich demo verzia ( program, ktory funguje iba ¢iastotne a ma blokované niektoré funkcie)
iba v anglickom jazyku. Programy, ktoré slizia na vyucovanie a pracu s dynamickou geometriou, sa
lisia najma spbsobom ovladania, systémom vytvarania objektov a tiez pracou s nimi. Je efektivnejsie
pracovat sjednym ucelenym programom, nez s viacerymi réznymi aplikaciami. Takto sa vyhneme
chybam, nejednotnosti a neporiadku. V slovenskych skoldch patria medzi najcastejSie vyuZivané
geometrické softvéry Cabri geometria a GeoGebra.

Zavadzanim vypoctovej techniky do procesu vyucovania sa zvysuje efektivita vzdeldvania. Ziaci u? nie
st odkazani na rysovanie statickych obrazkov a dopliianie dynamiky vlastnou predstavivostou. To
robi mnohym, hlavne menej schopnym Ziakom znacny problém. Dnes geometrické softvéry
umoznuju zostrojovanie konstrukcii, v ktorych sa geometrické objekty dynamicky menia. M6Zzeme
nimi r6zne manipulovat. Napriklad m6Zzeme menit ich polohu, velkost, tvar. Prehladnost konstrukcii
sa da docielit aj farebnym rozliSovanim bodov a ciar.

Ziaci, ktori vyuZivaju geometrické softvéry, mozu v riedeni Uloh roézne experimentovat. Napriklad
preverovat hypotézy, vytvarat stratégie, zistovat podmienky riesitelnosti Ulohy a pocet vyhovujucich
rieSeni. Takto dochadza ku rozvijaniu ich predstavivosti, ndpaditosti a tvorivosti.

Ulohy na zhodné zobrazenia v rovine, ktoré uvadzam, su rieéené pomocou programu GeoGebra. Jeho
vyhodou je, Ze je volne dostupny a bezplatny. UmoZiiuje spracovanie Uloh z geometrie, algebry aj
matematickej analyzy. Objekt v geometrickom okne zodpoveda vyrazu v algebrickom okne a naopak.
Daju sa vfiom priamo zaddavat rovnice asuradnice. Je dost rozSireny a na internete ma rozsiahle
archivy rieSenych uloh. V Rakusku, Nemecku i v dalSich eurdpskych krajinach ziskal mnoho oceneni.

ZHODNE ZOBRAZENIA V ROVINE

ZHODNE ZOBRAZENIE

., Zobrazenie Z v E sa nazyva zhodnym zobrazenim v E? prave vtedy, ked pre kaZdé dva body X, Y € E?
aich obrazy X'=Z(X), Y'= Z(Y) plati : |X'Y' ‘ = ‘XY ‘

Body roviny, ktoré zobrazujeme, nazyvame vzory a body, do ktorych sa body zobrazili, nazyvame
obrazy. “ (Richtérikova, Kyselova, 2003, s. 185)

,, Zapis zhodného zobrazenia: Z : X >X’, X'= Z(X)
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Utvar U, je zhodny s Gtvarom U, prave vtedy, ked existuje aspori jedno zhodné zobrazenie, ktoré
zobrazuje atvar U, na Utvar U,. “ (Racovd, 1995, s. 66)

, Samodruzny (invariantny) bod zobrazenia Z je bod, ktory sa zobrazi sém do seba :
X=Z(X)=X

Samodruzny Utvar v zobrazeni Z je taky utvar U, ktory sa zobrazi sdm do seba :
u=zU)=U’

Zhodné zobrazenia v rovine su:

- identita

- osova sumernost

- stredova simernost

- posunutie

- otocenie

- posunuta sumernost “ (Richtarikova, Kyselova, 2003, s. 185)

VLASTNOSTI ZHODNYCH ZOBRAZENI

, Kazdé zhodné zobrazenie v rovine je prosté. Kazdé zhodné zobrazenie mozno zloZit najviac z troch
osovych simernosti.

Zhodné zobrazenie je priama zhodnost, ak nemeni orientaciu trojuholnika. Vznikne zloZenim
parneho poctu osovych simernosti.

Zhodné zobrazenie je nepriama zhodnost, ak meni orientaciu trojuholnika. Vznikne zloZenim
nepdrneho poctu osovych simernosti. “ (Richtarikova, Kyselova, 2003, s. 185)

0OSOVA SUMERNOST S OSOU o
,, Zapis : S,

Je zhodné zobrazenie, ktoré kazdému bodu X € o priradi bod S,(X) = X a kazdému bodu X¢& o priradi
bod S,(X) = X’ tak, Ze XX" je kolmé na o a stred Usecky XX" lezi na 0. Osova simernost je jednoznacne
dana osou sumernosti alebo dvojicou vzor — obraz. “ (Racova, 1995, s. 66)

Pita| kolmice

B=B"
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Samodruznymi bodmi st body osi . Priamka kolma na os je samodruznym utvarom.
IDENTITA
,, Zapis : |

Vznikne zloZenim dvoch osovych simernosti, ktorych osi splyvaju : 0, = 0, , | =5010S0,. Kazdy bod
roviny sa v identite zobrazi sam do seba. “ (Racova, 1995, s. 66)

STREDOVA SUMERNOST SO STREDOM S
,, Zapis : Ss

Vznikne zloZzenim dvoch osovych simernosti So1, So, ktorych osi 0; 0, su na seba kolmé. Priesecnik
osi je stred simernosti. Ss =S010S0, S =01N 05, 01 L 0, “ (Racova, 1995, s. 67)

Ss je zhodné zobrazenie, ktoré kazdému X =S priradi bod Ss(X) = X a kazdému bodu X # S priradi bod
X" = Sq(X) tak, Ze |SX' = [SX ‘ a X’ lezi na polpriamke opacnej k polpriamke SX. Stredova simernost
je jednoznacéne uréena stredom S, alebo dvojicou vzor- obraz, alebo osami 0, L 0,.

Y=y’
————— —— — —— = M ————— = E ]
X S X
YZ0R OBRAZ

,» Samodruzny bod je len stred S. Samodruziné priamky su priamky prechadzajuce stredom S. “
(Richtarikova, Kyselova, 2003, s. 186)

POSUNUTIE (TRANSLACIA)
” ZéplS . T, TAB(X)
Posunutie je jednoznacne urcené : 1. rovnobeznymi osami alebo

2. dvojicou vzor- obraz “ (Richtarikova, Kyselova, 2003, s. 186)

1.Posunutie urcené rovnobezinymi osami

, Vznikne zloZenim dvoch osovych sumernosti, ktorych osi su rovnobezné a rézne. T=Sp; 0 Sp;,0:
|| 0, Translacia je zhodné zobrazenie, ktoré bodu X priradi bod X" = T(X) tak, Ze plati |XX' |= 2d, d je
vzdialenost osi 0; 0, a XX’ je kolmé na o; 0, Vzdialenost |XX' | sa nazyva velkost posunutia
a priamka XX urcuje smer posunutia. “ (Richtarikova, Kyselova, 2003, s. 186)
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2. Posunutie urcené dvojicou vzor - obraz

V rovine je dana usporiadanad dvojica bodov [A;B] (orientovana uUsecka AB). Translacia urcena
orientovanou uUseckou AB je také zhodné zobrazenie v rovine, ktoré bodu X priradi bod X’ tak, ze
orientované Usecky AB a XX su rovnako velké a suhlasne orientované. Orientovana Usecka AB urcuje
smer a velkost posunutia.

d Y=T,5(X)
ABJIXY

ﬁt\
d B

, Posunutie nema Ziaden samodruzny bod. Samodruzné priamky su priamky rovnobezné so smerom
posunutia. “ (Richtarikova, Kyselova, 2003, s. 186)

OTOCENIE (ROTACIA)
» 2apis : Rs o

Rotacia vznikne zloZzenim dvoch osovych sumernosti, ktorych osi su navzdjom rdéznobezZné.
RS,a= 501 (0] Soz, 01 X 0y, ) =01 03.

S je stred otocenia. a je uhol otocenia. Jeho velkost je dvojndasobkom uhla osi 0, 0,. “ (Racova, 1995,
s.67)

,» Rotdcia R zpriradi kazdému bodu X = S bod Rs (X ) = S a kazdému bodu X# S priradi bod Rso(X ) = X’
tak, Zze |SX’ r= ‘SX | a |<I XSX’ |: a. “ (Racova, 1995, s. 68)

Uhol moéze byt kladny alebo zaporny.
, Ak a > 0, tak otacame proti pohybu hodinovych ruciciek, t.j. v kladnom zmysle.

Ak a< 0, tak otdcame v smere pohybu hodinovych ruciciek, t.j. v zdpornom zmysle. “ (Racova, 1995, s.
68)

, Rotacia je jednoznacne uréend stredom auhlom otocenia alebo r6znobeinymi osami. “
(Richtarikova, Kyselova, 2003, s. 186)
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Jedinym samodruznym bodom otocenia je bod S.
POSUNUTA SUMERNOST
, Zapis : P

Vznikne zloZzenim troch osovych sumernosti, ktorych osi nepatria tomu istému zvazku priamok
(napriklad zlozenim stredove] a osovej siumernosti). Nema nijaky samodruzny bod ani priamku. “
(Racova, 1995, s. 68)

RIESENE ULOHY

Uloha 1

Dany je Stvorec KLMN a jeho vnuatorny bod A. Zostrojte vSetky usecky XY tak, aby bod A bol ich
stredom a krajné body X, Y lezali na strandch Stvorca. Racova (1995, s. 69)

Ulohu rieste v programe GeoGebra. Nésledne vykonajte konstrukciu pomocou rysovacich pomécok
do zositov.

RieSenie:

Nacrt:

Rozbor: C = KLMNK, Xe C, YE C, |AX ‘= |/—\Y , Sar X2, Sp: C->C, ,YEC, NC
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Postup konstrukcie: 1.0 KLMN, A
2.C, C=KLMNK

3. Cl, SA: C-> Cl

4.Y,YECINC

5.X,Sa:Y=> X

6. XY

Konstrukcia:
a=42
M i —
a2 ¥ K1
A
K X

M My

Obrazok 1 Konstrukcia ulohy 1

Skuska: Overime, Ci zostrojend Usecka XY ma poZzadované vlastnosti: X€ C, YE C, A je stred XY.

Diskusia: Uloha mé jedno riesenie.



Obrazok 2 Obrazok 3

Hodina matematiky- rieSenie ulohy 1 Hodina matematiky- rieSenie ulohy 1

ULOHA 2
Dand je priamka p, kruZznica k a trojuholnik ABC. Zostrojte vietky usecky XY tak, Zze X leZi na k, Y na
obvode trojuholnika ABC, usecka XY je kolma na p a stred Usecky XY lezi na priamke p.

Ulohu rie$te v programe GeoGebra. Nédsledne vykonajte konstrukciu pomocou rysovacich pomécok
do zositov.

RieSenie:

Nacrt:
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Rozbor: X€ k, YE obvodu A ABC, XY L p, stred XY leZi na p, Sp: XY, Syt k >k, YEk'n A ABC
Postup konstrukcie: 1.k, p, A ABC

2.k, Sp: k >k

3.Y,YEk'~ AABC

4.X, Sp: Y->X

5. XY

Konstrukcia:

Obrazok 4 Kostrukcia ulohy 2, Zdroj: Mlynarcikova, dostupné na www.mlynarcikova-gpohkk.yw.sk

Skuska: Overime, Ci zostrojend Usecka XY ma pozadované vlastnosti: X€ k, YE obvodu A ABC, stred XY
lezi na p, XY L p.

Diskusia: Pocet rieSeni zavisi od k' A ABC.



mé67 |

e

Obrazok 5 Obrazok 6
Hodina matematiky- rieSenie ulohy 2 Hodina matematiky- rieSenie ulohy 2

Uloha 3
Dané su dve navzajom kolmé priamky a, b abod C, ktory na nich neleZi. Zostrojte rovnostranny
trojuholnik ABC tak, aby A€ a, BE b.

Ulohu rie$te v programe GeoGebra. Nésledne vykonajte konstrukciu pomocou rysovacich pomécok
do zositov.

RieSenie:

Nacrt:
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Rozbor: ‘

AB |: ‘BC ‘= |AC <CAB |= |<IABC |= |<BCA |=60°, Rc60%: B>A, R0 b b7, AEb na.

Postup konstrukcie: l.a3,b,C

2.b%, Reeo®: b >b’
3.A,AEb'na
4.B,Re.0: A>B

5. AABC

Konstrukcia:

Obrazok 7 Konstrukcia ulohy 3

Skdska: Overime, Ci zostrojeny trojuholnik ABC ma pozadované vlastnosti : | AB |= |BC |= |AC , A€ 3,

BE b.

Diskusia: Uloha ma dve rie$enia (jedno rie$enie v jednom otoceni).



Obrazok 8 Obrazok 9
Hodina matematiky- rieSenie ulohy 3 Hodina matematiky- rieSenie ulohy 3
Uloha 4

Dané su kruznice ki(Sy, ri), ka(S; r;) adva rézne body A, B. Zostrojte usecku XY rovnobeznu
s priamkou AB tak, aby X € ky, Y Ek,a IXY [= |AB |[.

Ulohu rie$te v programe GeoGebra. Nésledne vykonajte konstrukciu pomocou rysovacich pomécok
do zositov.

RieSenie:

Nacrt:
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Rozbor: X € ky, Y € ky, [XY |= |AB , XY || AB, Tas: XY, Tag: k1> ki, Y €ky 'k,
Postup konstrukcie: 1. k1(S4, r1), ka(Sy, 12), A, B

2. ks, Tpg: ki=> ks

3.Y,Y € kank,

4, X, TBA: Y->X

5. XY

Konstrukcia:

Obrazok 10 Konstrukcia ulohy 4

Skuska: Overime, Ci zostrojena Usecka XY ma poZadované vlastnosti: X € ki, Y € k,, |XY |= |AB
XY || AB.

’

Diskusia: Pocet rieSeni zavisi od ksk,.



Obrazok 11 Obrazok 12

Hodina matematiky- rieSenie ulohy 4 Hodina matematiky- rieSenie tlohy 4

ZAVER

Na wvyucovacich hodinach odporiu¢am kombinovat konstrukcie svyuZitim programu GeoGebra
s klasickym rysovanim pomocou rysovacich pomoécok. Takto si Ziaci osvoja pracu s dynamickym
geometrickym programom a naucia sa aj manualnej zrucnosti, sustredenosti a presnosti v rysovani.

Problémom je, Ze na vacSine $kél materidlno-technické vybavenie neumoZiuje kazdému Ziakovi
samostatne pracovat na hodindch matematiky na pocitaci. Takto pracuju iba na hodinach
informatiky, programovania, alebo na kruzkoch vypoctovej techniky. Uvedeny sp6sob vyucovania sa
da realizovat napriklad na delenych hodinach matematiky. Alternativou je, Ze uditel pracuje na
pocitadi aZiaci sleduju konStrukciu premietand na platno asucasne rysuju do zoSitov (priloha
obrazky 5 az 12).

Utitel nesmie hned prezradit spravne riesenie. Ziaci by zostali pasivnymi akceptormi. Mal by prejst
z pozicie informatora do ulohy konzultanta, poradcu a partnera ziaka. Mal by vidy vytvorit priestor
na diskusiu, vyslovovanie aoverovanie hypotéz. Mal by Ziakov viest ku vyrieSeniu problému,
sformovaniu zdveru a naslednému zosumarizovaniu. Vtomto heuristickom procese Ziaci badajq,
objavuju, slobodne tvoria ndpady, formuju otazky, hladaju vztahy, vytvéaraju stratégie, ucia sa
sposobom overovania, argumentdcie, otvorenej komunikdcie, spoluprdci, verifikacii vysledkov a aj
ceneniu chyb. Rozvija sa ich kritické myslenie, dbvtip, samostatnost a pozndvacie schopnosti.
Neuspokojuju sa iba s jednym postupom, ale hladaju dalSie sp6soby, neobvyklé, nové, jednoduchsie
alebo kratsie rieSenia.

Velmi dblezitd je pritom kultdra triedy, osobnost ucitela a jeho pbésobenie na Ziakov. Motivaciou je
samotné rieSenie problému, ale aj ocakdvanie hodnotenia. Ako pozitivna motivacia pésobi
povzbudenie Ziaka pocas hladania rieSenia, po vyrieSeni pochvala, ale aj radost ucitela zo zaujmu
Ziakov a zo spravneho rie$enia Uloh. Potom sa aj Ziaci nehanbia prejavovat radost z riesenia a tesia sa
z dosiahnutych vysledkov.
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,Motivacia vo vyucovani je vyzva ktvorivosti. VzruSujica objavitelska cinnost zacala formovat
psychiku cloveka tak, Ze v nej samej zakorenila tuzba po silnych intelektualnych zdazitkoch, ktoré
¢loveku poskytuje odhalovanie matematickych zdkonitosti. Tato skuto¢nost napomaha pestovaniu
lasky k matematike.“ (Fulier, Sedivy, 2001, s.11).

Aprive to by malo byt poslanim ucitela matematiky. Navodit tvorivi klimu (napriklad aj
prostriedkami interaktivnych geometrickych systémov), vzbudit u Ziakov zaujem a pestovat v nich
l[asku k matematike.
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