ODBORNA KONFERENCIA
PRIMAS: OBJAVNE VYUCOVANIE MATEMATIKY A PRIRODOVEDNYCH PREDMETOV

RIESENIE ULOH INOVATIVNYMI METODAMI AKO
PROSTRIEDOK VYUCOVANIA MATEMATIKY
A FORMOVANIA POZNATKU

ANDREA KOTRUSZOVA

ABSTRAKT

Prispevok sa zamysla nad moZnostami vyuZitia inovativnych metod
a foriem vyucovania matematiky vdvoch tematickych okruhoch:
1. Geometria a meranie 2. Kombinatorika, pravdepodobnost a Statistika.
Cielom bolo nacrtnut a analyzovat konkrétne didaktické situdcie na
matematike v 8. rocniku ZS a tercii osemrocného gymndzia. Prvd kapitola je
zamerand na planimetriu v spominanom rocniku, konkrétne tematicky celok
KruZnica a kruh. Na zdklade vybranych uloh interpretuje moznosti riesenia,
ktoré vedu ku konstrukcii poznatku. Zdroveri predstavuje tvorbu ndzornych
pomécok vyuZitim didaktického softvéru GeoGebra. Druhd cCast sa zaoberd
ulohami, ktoré venuju pozornost kombinatorickému mysleniu Ziakov
niZsSieho sekunddrneho vzdeldvania cez jednotlivé urovne tohto myslenia.
Prispevok chce zdroveri poukdzat na dalSie moZnosti vyuZitia geometrického

softvéru GeoGebra ulohami pre Ziakov s vysSimi pozndvacimi zdujmami.

Uvob

Z hladiska vyucovania matematiky je idedlne pri ziskavani uréitého poznatku zadat Ziakovi problém,
ktorého riesenie vedie ku konstrukcii daného poznatku. Didaktické situacie, ktoré vytvarame v 8.
ro¢niku ZS atercii osemroéného gymnazia (OG) vyuzitim vybranych Gloh ztematického celku:
KruZnica akruh so zameranim na polohové vlastnosti aztematického celku: Kombinatorika,
podnecuju objavny pristup Ziaka. Poznatok predkladaju ako vysledok riesenia Specialnej ulohy

(repersonalizacia).

V systéme Uloh v prvej Casti sa snazime poukdazat na poznatky a schopnosti, ktoré by Ziak mal mat,
aby ich mohol Uspesne riesit, bud konstruovanim rysovacimi pomdckami, alebo vyuZitim vhodne
zvoleného didaktického softvéru, pripadne pomocou animacie vdanom softvéri (dynamické
konstrukcie). Sledujeme metddy a postupy rieSenia problému, ktoré vedu k tvorbe poznatkov
i k rozvijaniu kli€¢ovych kompetencii Ziakov.

SEVENTH FRAMEWORK
PROGRAMME
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Praktickym ndmetom je i moznost tvorby dynamickych konstrukcii uéitefom s vyuZitim didaktického
softvéru GeoGebra . Ziakom, ktorych zaujala téma kruinica achcli hladat daldéie moZnosti jej
uplatnenia, pontka uéebnica (Zabka, Cernek,2. ¢ast, 2012, str. 43) tlohy: Gotické obluky . Rie$enim
uloh v GeoGebre sa vytvaraju rozne kompetencie a uplatiuje sa umelecko-badatelsky pristup.

Druhd cast predkladd systém uloh prostrednictvom ktorych mozno formovat i vyssie Urovne
kombinatorického myslenia, aj ked' u Ziakov nizsieho sekundarneho vzdelavania sa zvyknu uplatfiovat
iba prvé dve urovne. V kombinatorike majd Sancu vyniknut vsetci Ziaci bez ohladu na schopnosti.
Téma vytvara moznosti uplatiiovat napriklad formativne hodnotenie Ziakov (spdsob, alternativne
rieSenia, originadlnost, schopnost zdévodnenia).

DIDAKTICKE SITUACIE A VYUZITIE DYNAMICKYCH KONSTRUKCIi V PLANIMETRII

Tematicky okruh Geometria a merania vSVP obsahuje tematicky celok KruZnica a kruh, ktory je
v uéebnici matematika pre 8. ro¢nik ZS a terciu OG spristupneny motivaénymi Glohami v ktorych sa
vyuzivaju poznatky z predchadzajicich tém suvisiacich s trojuholnikom.

Vybrali sme ulohy podnecujuce objavny pristup Ziaka a vytvorili pracovny list pre dané didaktické
situdcie. Pozornost venujeme najmé polohovym vlastnostiam. SnaZzime sa poukézat na potrebné
poznatky a schopnosti, ktoré by Ziak mal mat, aby mohol Ulohy Uspesne riesit konstruovanim
rysovacimi poméckami, vyuZitim vhodne zvoleného didaktického softvéru, pripadne s pomocou
animacie vdanom softvéri. Sledujeme metddy a postupy rieSenia problému, ktoré vedu ku
konstrukcii poznatkov i k rozvijaniu klu¢ovych kompetencii.

Délezitou sucastou su i dynamické konstrukcie s vyuZitim didaktického softvéru GeoGebra .

“ Aktivita ziaka pri vyuCovani matematiky nema byt orientovana len na Usilie zapamatat si, ale ma byt
spojena s hladanim podstaty problému, so samostatnym myslenim. Vyucovanie ma do istej miery
kopirovat objavitelsky postup. To si vyzaduje, aby sa ucivo, pokial je to mozné, predkladalo vo forme
problémov a otazok, ktoré maju Ziaci riesit” (Balint 2010, www.statpedu.sk)

Z hladiska vyucovania matematiky je idedlne pri ziskavani uréitého poznatku zadat Ziakovi problém,
ktorého rieSenie vedie ku konstrukcii daného poznatku. Ziak pracuje v modelovych, pripravenych
situdcidch pomocou vhodnych pomécok pripadne didaktickej techniky. IKT prindsaju rézne softvéry
vyucovany poznatok interpretuje ucitel (didakticka transpozicia)s jasnou koncepciou. A prave tymto
smerom sme zamerali nasu pozornost v snahe o modernizaciu vyu¢ovacieho procesu.

Podstatou predkladanej skupiny Uloh je rieSenie problému, ktoré vyZzaduje od Ziaka vlastnu aktivitu. S
vyuZitim vybranych Gloh z tematického celku: Kruznica, konstruujeme didaktickd situdciu v 8. ro¢. ZS
(tercii gymnazia). Zameriavame sa na analyzu apriori sledovanim pouZitia metdédy objavovania
(argumentacie) — implicitne. Analyzujeme moziné pristupy a stratégie Ziaka rieSenim  danej
problémovej ulohy. Predpoklad je , Ze Ziak s dostatocne osvojenymi zakladnymi poznatkami
o vlastnostiach kruznice ma predpoklad na to, aby ulohy Uspesne vyriesSil a odpovedal na problémové
otdzky. Ocakdvame, Ze zvladnutie Ulohy pomocou didaktického softvéru si vyZzaduje minimalne
zakladna schopnost prace s PC a danym softvérom ( GEOGEBRA prip. CABRI GEOMETRIA 1l). Vacsina
Ziakov vyuzije graficki metddu pomocou rysovacich pomocok. Ak uditel zada ulohu bezprostredne po
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instruktdzi k danému softvéru (ak je volne pristupny — modzZe si pracu precvicit ivdomacom
prostredi), Ziak bude volit tuto formu riesenia.

ORGANIZACIA MODELOVEJ SITUACIE

Skola: Piaristické gymnazium sv. Jozefa Kalazanského v Nitre
Trieda: tercia A, osemrocné Studium

Predmet: matematika, (po prebrati tem. celku: KruZnica, Tdlesova kruznica, Vzajomna poloha
priamky a kruZnice)

Priebeh: cas 40 min

Sp6sob zadavania: na zaciatok aktivity ucitel pouzije motivacny aplet Talesova kruznica

Obrazok 1 Talesova kruznica, dynamicky obrazok vytvoreny v GeoGebre

Ucitel rozda zadania Uloh s obrazkami a upozorni Ziakov, Ze ocakava i viac moznosti rieSenia ulohy
roznymi metddami, zdoévodnenia Ziak vpisuje do pracovného listu. Grafické rieSenia realizuje priamo
alebo na PC.

Didakticka technika a pomocky: osobny pocita¢ (vyuZiva Ziak), dataprojektor (moZnost ilustrovat
riesenie ucitelom), softvér: GeoGebra 4.2, Cabri Geometria Il., rysovacie pomaocky.

Vedomosti, ktoré musi Ziak mat, aby mohol dané ulohy riesit: Dani metddu je schopny vyuZit Ziak po
prebrati uciva: Kruznica. Obsah daného tem. celku zahfia: Definicia kruznice, pojmy: stred, polomer,
priemer, tetiva, vnutorna oblast kruznice, vonkajsia oblast kruZnice, vpisand, opisana kruznica
trojuholniku, Talesova kruznica, kolmost, vzajomna poloha priamky a kruznice, mnoZiny bodov danej
vlastnosti.

ZADANIA PROBLEMOVYCH ULOH

Uloha 1
Je dand kruZnica, ktord nemda wvyznaleny svoj stred. Graficky najdite dany stred.
(Uloha z pracovného zosita[4])

Kontextovd varianta: Na pozemku kruhového tvaru je potrebné presne v strede umiestnit zavlaZovac.
Graficky ndjdite stred.
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Obrazok 2 Riesenie ulohy 1 - tri alternativy

Analyza

Ziak obycajne vyuziva poznatok o opisanej kruznici trojuholniku, v kruznici si predstavi trojuholnik
a realizuje vSetky osi. Klasickda metédda komplikuje pracu ziakom menej zru¢nym, pripadne zrakovo
postihnutym. Nepresnost pri hladani stredu Usecky, pripadne realizacii kolmice spbsobuji vyrazné
nepresnosti. Klasické konstruovanie je i ¢asovo naroc¢né.

Uloha 1B
SuU dané tri rézne body A, B, C, ktoré neleZia na jednej priamke. Zostrojte kruZnicu k(S,r), ktora
danymi bodmi prechddza.

Kontextovd varianta: Tri uZ existujiice stlpy maju na obvode podopierat kruhovu strechu. Graficky ju
urcte a vyznacte jej polomer.

Odpovedzte na dopliujuce otazky: a) Kolko takych kruznic existuje? b)Kolko réznych kruznic
prechddza: -dvoma réznymi bodmi... -troma réznymi, leZiacimi na jednej priamke:... -Styrmi bodmi
tvoriacimi obdiZnik. Ulohe predchddzalo objavovanie, (Zabka, J., Cernek, P. akol. 2012, uéebnica
str.14/dlohy 15,16,17 [1])

o3 1 S0 dané i rime body A, B, C. Koré nelata na jedne) priamke.
Zostrofe krudnicu k(S0 kiord danymi bodmi prachadra.
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Obrazok 3 Riesenie ulohy 1b
Analyza
Uloha priamo nadvézuje na Glohu 1.

Uloha 2

Je dana kruZnica k(S,r). Zostrojte jej priemer AB. Na kruZnici zvolte aspon 3 body P, Q, R rézne od A,
B. Meranim zistite velkost konvexného uhla APB, AQB, ARB. Skuste vysvetlit, ¢o naznacujua vysledky.
Zdovodnite vyslovené tvrdenie pre kazdy bod kruznice rozny od A,B. Ulohe predchddzalo objavovanie
(Zabka, J., Cernek, P. a kol. 2012,u¢ebnica str.19/2,3,str.20/ulohy 4,5,6 [1])
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Kontextovd: Zistite pod akym uhlom je vidiet priecelie domu AB s [ubovolného miesta na hranici
polkruhového pozemku s priemerom AB .

Obrazok 5 Ukazka dynamického obrazka k dlohe 2 v GeoGebre

Analyza
Klasickd metdda neumoziuje ziakom merat s lubovolnou presnostou. V geogebre vidno aj zhodnost
uhlov aj sucet uhlov pri vrchole P a tym naznaci spésob klasického dékazu Talesovej vety.

Uloha 3
Je dana kruznica k(S,r), jej lubovolna seénica p a dotycnica t. Porovnajte velkost uhla a (uhla secnice

p danej kruznice a polomeru v danych bodoch) a uhla B (dotycnice t a polomeru v bode dotyku).

Odpovedzte na doplfiujice otazky: Aké su velkosti uhlov? a=|ZFEAl=|LEFAl

B=..counn Zostrojte secnicu tak, Ze jej tetiva EF je mensia ako dand, ako to ovplyvni uhol a ? Sledujte
postupnost velkosti uhlov so zmensujlicou sa tetivou. K ¢omu sa blizi velkost uhla a ? Ulohe
predchddzalo zdévodnenie. (Zabka, J., Cernek, P. a kol. 2012 u¢. Str.16/4 [1])
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Obrazok 6 Riesenie ulohy 3
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Analyza

Porovnanie uhlov modze prebehnut graficky, no Ziaci uprednostriuji meranie uhlomerom.
Nepresnosti v tejto Ulohe nespdsobuju vyrazné chyby v Uvahe. Ziak si uvedomi, ze uhol pri seénici je
mensi. Dblezitejsi je ale poznatok ziskany az pri dynamickom obrdzku. Nevyhoda klasickej metddy je
opat neefektivnost. Az pri skonstruovani viacerych seénic vidi, ako sa uhol blizi k pravému ( ¢o mozno
v geogebre vidiet pri jemnom posune bodu po kruZnici, program uhol automaticky meria).

Uloha 4

Je dand kruznica k(S,r) a bod B, ktory lezi : a) vo vnutornej oblasti kruznic b) na kruznici c) vo
vonkajsej oblasti kruznice. Zostrojte dotycnicu k tejto kruznici vedend danym bodom B. Odpovedzte
na dopliujuce otazky: Kolko dotycnic existuje: Zbodu B1 , zbodu B2, z bodu B3 ? Ulohe
predchddzalo vysvetlenie (Zabka, J., Cernek, P. a kol. 2012. u¢. Str.22 [1])

Obrazok 7 Riesenie ulohy 4
Analyza
Iba mala cast Ziakov zrealizuje dotycnice z B3 bez poufZitia Talesove]j kruznice. Na jednoduché otazky
vedia odpovedat. V GeoGebre program dotyc¢nice konstruuje automaticky.

Uloha 5
Zostrojte trojuholnik ABC, kde | AB| =8, v,=3,5,

ZACB| =90°. Odpovedzte na doplfiujice otéazky:

Pre aky vztah velkosti |AB | , V., trojuholnika ma uloha: a) dve rieSenia, b) jedno riedenie, c) Ziadne

rieSenie v jednej polrovine?

Obrazok 8 Riesenie ulohy 5
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Analyza

Aby Ziak mohol danu ulohu riesit musi si vopred urobit rozbor a premysliet postup konstrukcie
pomocou mnozin bodov danej vlastnosti. Odpovede na dopliiujiuce otazky vytvaraju diskusiu
konstrukénej ulohy a privadzaju Ziakov k postupnému rieseniu parametrickych uloh( bez konkrétnych
dlzok).

Uloha 6
Je dana kruznica k(S,r) a jej bod A. Zistite, aky Utvar tvoria stredy vSetkych tetiv danej kruznice, ktoré
prechadzaju danym bodom A.

Obrazok 9 Riesenie ulohy 6

Analyza

Aby Ziak mohol danu dlohu riesit musi poznat metédu mnoZin bodov danej vlastnosti. Privadza Ziakov
k postupnej tvorbe tetiv a metdde pokus-omyl. Vytvdra metakognitivnu Uroven v procese myslenia.
Tvori prechodovy ¢lanok k téme vzajomna poloha dvoch kruznic. Konstrukcia v GeoGebre pouzitim
zapnutej stopy bodu C pri pohybe bodom B po kruznici je velmi nazorna.

OBRAZKY TVORENE KRUZNICOVYMI OBLUKMI

Ziakom, ktorych téma Kruznica zaujala a chcl hladat daldie moZnosti jej uplatnenia, ponuka uéebnica
(Zabka, Cernek: Matematika pre 8. ro¢nik ZS a terciu OG 2. ¢ast, 2012, str. 43) tlohy: Gotické obluky .
RieSenim uloh sa vytvaraju r6zne kompetencie a uplatiiuje sa umelecko-badatelsky pristup. Pracovny
list ku konstrukcii trojlistka je moZné najst na stranke www.orbispictus.sk v sekcii pre uéitela. Ziak ma

moznost priamo rysovat Casti kruznic alebo pomocou sieti pomocnych ¢iar hladat vhodne zvoleny
pomocny trojuholnik v tlohe: Gotické obliky 2 (Zabka, Cernek: Matematika pre 8. ro¢nik ZS a terciu
OG 2. ¢ast, 2012, str. 94). Geometricky softvér GeoGebra vytvara moinosti pre efektivnejsie
zvladnutie hladania pomocného trojuholnika vytvorenim si posuvnika pre velkost jeho strany
a naslednym animovanim danej situacie. Podla nas vSak nie je vhodné zaradit animaciu pred vlastné
objavitelské usilie Ziakov.

Nasledujice obrazky su tvorené softvérom GeoGebra. Su v nich pouZité prevazne kruznicové obluky
ale v ornamentoch sa vyuZivaju i zhodné a podobné zobrazenia.
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Uloha 1
Na gotickych okndch moZno casto vidiet ornament trojlistka. Aby sme ho mohli narysovat,

potrebujeme zostrojit siet pomocnych d¢iar. Zakladom su dva vhodne zvolené rovnostranné
trojuholniky. ... Podla predchdadzajuceho opisu narysujte do vytlaceného obrazka s predkreslenymi
¢iarami goticky trojlistok. “ (Zabka, Cernek, 2012, str. 43)

Gotické obliky 1

Obrazok 10 Pracovny list pre Ziaka.
(www.orbispictus.sk/userfile/file/cms/m8/-2-internet.pdf)

RieSenie vyuzitim softvéru GeoGebra vyuziva kruznicové obluky. Pri zobrazeni objektov vidno
zakladné trojuholniky. Posuvnik umoziuje formovanie trojlistka.
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Obrazok 11 Goticky trojlistok.

Uloha 2
Vytvorte gotické okno.

RieSenie vyuziva kruznicové obllky ,rotaciu, posunutie a rovnolahlost.
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Obrazok 12: Gotické okno.
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Uloha 3
Vytvorte ornament tvoreny kruznicovymi oblukmi.

RieSenie
Riesenie vyuZiva kruznicové obluky ,rotaciu.
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Obrazok 13: Ornament.

ZAVEDENIE PERMUTACIE S OPAKOVANIM PROSTREDNICTVOM RIESENIA ULOH
V KOMBINATORIKE

V kombinatorike maju Sancu uplatnit sa vsetci bez ohladu na schopnosti. Mechanicky mysliaci ziaci
uprednostiiuji pracne ale univerzdlne aplikovatelné vypisovanie moznosti (primerany pocet
moznosti, na ZS &asovo zvladnutelné). Logicky mysliaci, za¢inaju zovieobecriovat snaZia sa najst
spdsob (metddu, mechanizmus, vzorec) a takéto rieéenie nie je zdihavé. V 7. roéniku Z8 a sekunde OG
Ziaci pracuju s permutdciami na elementarnej urovni kombinatorického myslenia. S usporiadanim
mnoziny sa stretavaju uz skor, no zdkladom je schopnost vypisovat moznosti réznymi spdsobmi. Maju
snahu systematizovat (bez systému > tabulkou - stromovou metddou...)

Tabulka 1 Urovne kombinatorického myslenia (Fischbein & Grossman, 1997)

, v

uroven Kombinatorické myslenie

- zistovanie poctu prvkov vypisanim moznosti

- metdda pokus - omyl

systematické vypisovanie , vyuZitie vzorca

A IWIN|F=
1

- definovanie permutacie ako bijektivneho zobrazenia na n-prvkove;j
mnozine a dalSie kombinatorické principy.

Nasim ciefom je pomocou vybranych uloh ztematického celku: Kombinatorika, vytvorit u Ziakov
predstavu o permutaciach s opakovanim s vyuzitim metddy , Stars and Bars “ v 8. roc. ZS ( tercii OG).
Vytvorit subor dloh na formovanie daného poznatku a vytvorenie schopnosti riesit ulohy daného
typu. Aby Ziak mohol ulohy uUspesne zvladnut je potrebné postupne rozvijat predstavu
o permutaciach s opakovanim. Déraz je kladeny na poradie zadavania uloh.
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SYSTEMATICKY SUBOR PROBLEMOVYCH ULOH

Nasledujuca cast obsahuje subor pripravnych Uuloh (5) asudbor uUloh pre rézne formy
kombinatorického myslenia (8) z kombinatoriky na efektivne formovanie poznatku (permutécie
s opakovanim) prostrednictvom objavného procesu rieSenia uloh réznymi spésobmi pri réznych
urovniach kombinatorického myslenia a analyzu moznych alternativ riesenia.

PRIPRAVNE ULOHY

Uloha 1: Evine heslo na pocitaci je DALIBOR, kedZe Dalibor je jej kamarat, kazdy by ho mohol lahko
uhadnut. Eva zamenila dve pismend. Kolkymi spésobmi to mohla urobit. (Uloha z u¢ebnice Zabka, J.,
Cernek, P.: Matematika pre 7. roénik ZS str. 83)

V ucebnici str. 83-85 sa vyskytuju podobné ulohy o heslach daného typu, pricom mend maju rézne
pismena.

Uloha 2: Kolko existuje réznych hesiel zostavenych z pismen mena Dalibor?

Uloha sa dostdva do kategérie , Ked je moZnosti privela”. Tymto nadpisom oznacili autori
ucebnice matematiky Zabka, J., Cernek, P. a kol. 2012. Matematika pre 7. ro¢nik Z$ a 2. ro¢nik OG 1.
Cast str.88 kapitolu venujicu sa systematickému vypisovaniu moznosti pripadne vyuZivaniu
zefektivnenych postupov, vypoctov a stratégii.

RieSenie: uvadzané v dalsej podkapitole

Uloha 3: Kolkymi spbsobmi sa dé rozdelit 20 rovnakych jablk medzi Janka a Marienku. (Uloha
z uéebnice Zabka, J., Cernek, P. a kol. 2012. Matematika pre 7. ro¢nik ZS a 2. ro¢nik OG 2. cast str.
92/14)

RiesSenie:

1. Vypisovanie moznosti:

J M
0 20
1 19

21 moznosti

20 0
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Ziaci rychlo pochopia, Ze staéi riedit jedného z nich. MoZnosti je 21.

2. Vyutzitie systému ,krazok, palicka” (alternativna verzia, Stars and Bars “):
Janko , Marienka

mozZnost: 0000 [ 0000000000000000 J..4,M...16
Prvky: 20 krazkov a 1 palicka, - palicku mozno umiestnit 21 spdsobmi

Krazky predstavuju jablkd, palicka oddeluje pocty pre jednotlivych ludi. V danom pripade to
nie je velmi efektivny postup, no vytvara urcitu kognitivnu Uroven vyuzitelnu neskor.

|
3. Vyutzitie vzorca: P/(1,20)= 2 21
1!.20!

Uloha 4: Kolkymi spésobmi moino rozdelit 2 rovnaké jablkd a3 rovnaké hrusky medzi Janka
a Marienku? (Uloha z u¢ebnice Zabka, J., Cernek, P. a kol. 2012. Matematika pre 7. roc¢nik ZS a 2.
rocnik OG 2. &ast str. 92/15)

RieSenie:

1. Vypisovanie mozZnosti:

J Jab. 0 1 2

Hrus. 011|123 01123 0(1(2(3
M Jab. 2 1 0

Hrus. 312|11|0 3/12|1]|0 312(1|0

Ziaci rychlo pochopia, Ze staéi rieit jedného z nich. MoZnosti je 12.

2. Vyutzitie systému ,krazok, palicka“ :
Janko , Marienka

1moznost jablka : | oo J...0, M...2 ...vSetkych 3
1moznost hrusky : oo| o J..2, M...1 ...vSetkych 4

- palicku mozno umiestnit 3 spdsobmi pre jablka, 4 spésobmi pre hrusky, kazdu
moznost skombinujeme s kazdou => 3.4 = 12 moZnosti

3. VyutZitie vzorca: - uplatriuje sa kombinatorické pravidlo sucinu.
3 4l
P/(1,2) P/(1,3) —.—=3.4=12
1.2 11.3!
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Uloha 5: Kolkymi spésobmi sa daju rozdelit 4 rovnaké perniky medzi Janka, Marienku a jeZibabu?
(Uloha z uéebnice Zabka, J., Cernek, P. a kol. 2012. Matematika pre 7. ro¢nik ZS a 2. ro¢nik OG 2. &ast
str. 92/16 uloha oznacena ako rozsirujuca)

RiesSenie:

1. Vypisovanie moznosti:

...jezibaba 4

...jezibaba 3

... jezibaba 2 ... 5moz.
0 Marienka ... jezibaba 1

...jezibaba 0
0..je:..3
Janko 1 Marienka 1..jez...2
2..jez..1 ... 4 moZ.
. 3moZ. 3...jez...0
3 ... 2moZ
4 ... 1mo:.

Ziaci pochopia, e ak ide o poc¢et moznosti tak jezibaba zavisi na vopred
Rozdelenych pernikoch. MoZnosti je 5+4+3+2+1=15.

- uplatniuje sa kombinatorické pravidlo suctu.

2. Vyuzitie systému ,kruzok, palicka“
Janko, Marienka, jeZibaba

oool o| ...[3,1,0]
o| o| 00 ...[1,1,2]
Prvky: 4 krazky a 2 palicky
Krdzky predstavuju perniky, palicky oddeluju pocty pre jednotlivych ludi.

Ziaci nevedia najst model pre usporiadanie $iestich prvkov, pricom dva prvky st prvého druhu a $tyri
prvky druhého druhu . Cielom prace je vytvorenie danej schopnosti.
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| |
3. Vyuiitie vzorca: P/(2,4)= L = ﬂ = ﬂ =15

204 24 2

ZADANIA A RIESENIA ULOH PRE ROZNE FORMY KOMBINATORICKEHO MYSLENIA

Pri opakovani u¢iva zo 7. ro¢. v 8. roéniku ZS a tercii OG Ziaci rie$ia podobné uGlohy. Tematicky
celok ma nazov : ,Pripominame si a nie¢o aj priddvame” Zabka, J., Cernek, P. akol. 2012.
Matematika pre 8. ro¢nik ZS a3. ro¢nik OG 1. &ast atak pridana oblast zahffia permutécie
s opakovanim. (Propedeutika daného pojmu.)

Uloha 1: Kolko existuje rdznych hesiel zostavenych z pismen mena JANO?
RieSenie:

1. Vypisovanie mozZnosti:
Bez systému: JANO, AINO, JNAO, JAON, .....

Systematicky stromovou metédou:

J-A-N-0O A-J-N-0 N-A-J-0 O-A-N-)J
-0-N -0-N -0-) -J-N
-N-A-O -N-J-0 -J-A-0 “N-A-J
-0-A -0-) -0-A “J-A
-0-A-N -0-J-N -0-A-J -J-A-N
-N-A -N-J J-A -N-A

6.4=24 moznosti

2. Vyuzitie kombinatorického pravidla sucinu a usporiadanej n-tice:
Bazickd mnozina B= {J ,ACN ,O}

Pracovna mnozinaM={ [J,A,N,0][N,0,J,A]... }

Organizacny princip @ - Jedna sa o usporiadané Stvorice z mnoZiny zo Styroch prvkov. Na prvé
miesto mdzeme dosadit prvok 4 spésobmi, na druhé 3, na tretie 2 a na Stvrté miesto nam zostal

jeden. Kazdu moznost s kazdou skombinujeme. [J,A, N,O],[N,O,J,A],... [_,_,_,_]
4.3.2.1 = 24 moznosti

3. VyutZitie vzorca:




Ziaci si uvedomia ako skupiny tvorime: zale#i na poradi a prvky sa neopakuju.
Def. : Permutacia n- prvkovej mnoziny je kazdd usporiadana n-tica vytvorena zo

vSetkych prvkov tejto mnoziny.
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Pocet vSetkych permutdcii n-prvkovej mnoziny je: P(n) =n! =n.(n-1).(n-2). ....3.2.1
(prezSne N)
P/(4)= 41=4.3.2.1 = 24 moinosti
Uloha 2: Kolko existuje roznych hesiel zostavenych z pismen mena JANA?
RieSenie:
1. Vypisovanie moznosti:
Bez systému: JANA, AINA, INAA, JAAN, .....
...... pri velkom pocte moznosti Ziak hlada systém.....
Ak by boli a-¢ka odlisné, moznosti je ako v ulohe 1.
Systematicky stromovou metddou:
J-A1-N-A2 Al-J-N-A2 N-Al1-J-A2 A2-A1-N-J
-A2-N -A2-N -A2-] -J-N
-N-A;-A, -N-J-A2 -1—-A1-A2 -N-A1-J
-A-A -A2-) -A2-A1 -J-A1
-A2-A1-N -A2-J-N -A2-A1-) -J-A1-N
-N-A1 -N-J -J-A1 -N-A1

Ale kedZe su rovnaké kazda je zapocitana dvakrat. MozZnosti je 24 : 2 =12

2. VyutZitie usporiadanej Stvorice, permutdcia:
B4azickd mnoZina B= {J ,AJN }

Pracovna mnozina M={ [J,A,N,A],[N,A,J,A],... }

Organizacny princip @ - Jedna sa o usporiadané Stvorice z dvoch prvkov prvého druhu jedného

prvku druhého druhu a jedného prvku tretieho druhu . UvaZujeme, Ze prvky A su odlisné, pocet

moznosti ako v tlohe 1. [J ,ALN, A2], [J ,A2,N, Al],... [_,_, _,_]

Bolo by
[AL, A2][A2, Al]

existuje permutdcii mnoZiny srovnakymi prvka

zapocitana dvakrat. MozZnostije24:2 =12

4.3.2.1 = 24 mozinosti , ale kazdd mozZnost je tam zapoditana tolkokrat viac kolko

. Dve mozZnosti, kazda je
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3. VyuZitie vzorca:
Ziaci si uvedomia ako skupiny tvorime: zalezi na poradi a urcité prvky sa opakuju, ateda
tolkokrat viac skupin by sme vytvorili, ak by sme rovnaké prvky odlisili.

Def.: Permutdcia s opakovanim z n; prvkov prvého druhu, z n, prvkov druhého druhu
atd.... az z ni prvkov k-teho druhu, pricom n,+ N, + ...+ N, =n, je kaZzda usporiadana n-

tica, vytvorena z tychto prvkov.

v R T s . ’ n!
pocet permutacii s opakovanim je P (nl,nz,..nk): _—
ntl.ntl.n!
/ 4! 4.3.2 . ,
P(2,1,1)= ——— =———= 12 moZnosti
20101 2!

Uloha 3: Kolko existuje roznych hesiel zostavenych z pismen mena HELENE?
RieSenie:

1. Vypisovanie mozZnosti:
Bez systému: LEHENE, EELHNE, HENELE, .....

Ak by boli E-cka odlisné, moznosti je 6!.

Ale kedZe su rovnaké kazdda moznost je zapocditand : HE1LE2NE3, HE1LE3NE2, HE2LE1NE3,
HE2LE3NE1, HE3LEINE2, HE3LE2NE1. 6-krat. Moznosti je 6!: 6 =5! =120

2. Vyutzitie usporiadanej Sestice, permutdcia:
Bazickd mnoZina B= {H ,E,L,N }

Pracovna mnotina M={ [HELENE][HENELE]... }

Organizacny princip @ - Jedna sa o usporiadané Sesticece z troch prvkov prvého druhu jedného
prvku druhého druhu, jedného prvku tretieho druhu ajedného prvku Stvrtého druhu.
UvaZujeme, Ze prvky E su odlisné, poCet moZnosti = 6!.

L]

Bolo by 6.5.4.3.2.1 = 720 moznosti, ale kazdd moznost je tam zapocitana tolkokrat viac
kolko existuje permutdcii mnoZiny s rovnakymi prvkami [El, E2,E3], [EI,E3,E2],... . 31=6

moznosti, kazda je zapoditana Sestkrat.
MozZnosti je 720: 6 =120

3. VyuZzitie vzorca:
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Ziaci si uvedomia ako skupiny tvorime: zaleZi na poradi a urcité prvky sa opakuju, ateda
tolkokrat viac skupin by sme vytvorili, ak by sme rovnaké prvky odlisili, kolko existuje r6znych
usporiadani rovnakych prvkov. TakZze n! musime delit n;!l.n, I. ... .n,\.

n!

P'(n,n,,.n )= ——
.n,
(0., n!nt.n!

6 65423

P/(3,1,1,1)= =
3101 3!

= 120 moznosti

Uloha 4: Kolko existuje roznych hesiel zostavenych z pismen mena ZUZANA?

RieSenie:

! |
P(2,2,1,1)= 6 65432

= = = 180 mozZnosti
20201 2.2!

Uloha 5: Kolko slov mozno vytvorit z pismen slova MATEMATIKA?

RiesSenie:

100 10.9.8.7.6.5.4.3!

P(2,3,2,1,1,1)= =
2012131 223!

= moznosti

Uloha 6: Kolkymi sposobmi sa daju rozdelit 4 rovnaké perniky medzi Janka, Marienku a jeZibabu?
RieSenie:
Uz zndmu ulohu je schopny Ziak vyriesit pouZitim permutacii s opakovanim.

Janko, Marienka, jezibaba

oool o| ...[3,1,0]
o| o| 00 ...[1,1,2]
Prvky dvoch druhov 4 kriazky a 2 palicky
Krdzky predstavuju perniky, palicky oddeluju pocty pre jednotlivych ludi.

Usporiadanie Siestich prvkov, pricom dva prvky su prvého druhu a styri prvky druhého druhu.
Pocet rozdelenia

6! 654 30
P24 —=—""="=15
24 214 2.4 2
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Uloha 7: (SS)Kolkymi spdsobmi sa da rozdelit 9 rovnakych minci medzi 5 deti?

Riesenie: Vyuzitie systému , kruzok, palicka”

1. dieta, 2., 3. ,4.

00| | oo|0oooo| e tento model predstavuje moznost rozdelenia: [2,0,2,5,0]

Prvky: 9 kruzkov a 4 palicky (o jedno menej ako deti, aby sa vytvorilo 5 skupin v usporiadani)

Krdzky predstavuju mince, palicky oddeluju pocty pre jednotlivé deti. Tymto modelom sme
schopny vytvorit vsetky moznosti.

131 13.12.11.10.9!

P/(9,4)= =
914! 9.4

Uloha 8: (SS)Kolkymi spésobmi sa dd kupit 250qg ¢aju, ak maju 4 rézne druhy v baleni
po 50g?
RiesSenie: Vyuzitie systému ,kruzok, palicka”
1.druh, 2, 3., 4.

olooolo [1,1,2,1]

Prvky: 5 kruzkov a 3 palicky (o jedno menej ako druhov, aby sa vytvorili 4 druhy v usporiadani)

Kruzky predstavuju bali¢ky po 50g, palicky oddeluju pocty pre jednotlivé druhy.

ZAVER

V nasom prispevku sme sa pokusili nacrtnit moznosti prace uditela v dvoch odlisnych tematickych
celkoch. V prvom bola inovacia vo vyuziti IKT , konkrétne volne pristupného didaktického programu
GeoGebra avdruhom vo wvyuziti suhrnu Uloh a systému ,krdzok, palicka“ v kombinatorike na
zavedenie zloZitého terminu : permutdcie s opakovanim v nizSom sekunddrnom vzdeldvani.

Prva cast spdja témy: kruznica, mnozina bodov danej vlastnosti avzajomna poloha priamky a
kruznice v predlozenych problémovych tlohach, ¢o ich preduréuje byt vhodnym néstrojom nielen na
ziskanie poznatku v pripade danych situdcii, ale aj na objavovanie suvislosti a diskusiu o metédach
rie$enia so ziakmi, pripadne na precvi¢ovanie daného uciva v 8. roéniku ZS (tercii OG) . Stbory Uloh sa
daju vhodne vyuZit aj ako pracovné listy na danom predmete, pre ziakov, ktori hladaju suvislosti
a neuspokoja sa sjednoducho postavenou uUlohou Struktirovanou alebo overovacou (klasifikacia
podla Tafoya a kol.,1980) .

Téma permutacie s opakovanim v predlozenych problémovych ulohdch je dobrym zakladom pre
témy: kombinacie a kombinacné Cisla vo vyssich ro¢nikoch. Je vhodna nielen na ziskanie poznatku,
ale aj na objavovanie vztahov a diskusiu o alternativach a sp6soboch rieSenia so Ziakmi, pripadne na
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precvicovanie uciva. Déraz kladeny na objavenie schémy, pravidla, najdenie vzorca, pochopenie a
objasnenie suvislosti medzi jednotlivymi sp6sobmi a réznymi modelmi riesenia uUloh, sa prejavi na
uspesnom vytvoreni poznatku a na vzbudeni zaujmu o podobné ulohy uplatfiované v redlnom Zivote.

Uvedomujeme si, Ze zvolené tematické celky ,maju svoje Specifikd a kazdy je svojim spdsobom iny
v pristupoch, no snaha o zavadzanie inovativnych metdd na rieSenie problémovych uloh ich do istej
miery zjednocuje. Tiez predpokladdme, Ze vybrané ulohy sa predkladaju Ziakom s vysSimi
pozndvacimi zaujmami aschopnostami. Pri zmenenej Casovej narocnosti vsak uplatnitelné aj
v roznorodejsej skupine Ziakov. Otvorenou otazkou zostdvaju technické a casové moznosti.

Aj napriek naznaenym obmedzeniam moino predpokladat Ze vyuzivanie inovativnych metéd
a foriem vo vyucovacom procese je nielen motivujlce, atraktivne a kreativne pre Ziakov, ale prinasa
i vyraznu efektivitu prace ucitela a dynamizuje klasické vyucovanie. U Ziakov sa inovativhe metddy
stretdvaju s pozitivnym postojom. Nielen preto povazujeme za vhodné modernizovat vzdeldvaci
proces.
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