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Uvod
O zadani

Tohtoro€né zadanie Matematického B-dfia je o nie€om, €o vSetci radi robime: vitazstve
v hre. Niekedy je k vyhre potrebna trocha stastia, ale pre hru, ktoru dnes budete hrat, to
celkom neplati ...

Praca v timoch

Zvlastnostou Matematického B-dha je to, Ze matematikou sa budete zaoberat v time.
RieSenie jednotlivych uloh si vhodne naplanujte alebo rozdelte medzi seba. Nechaijte
kazdého ¢&lena timu urobit to, v éom je v matematike dobry. Pokuste sa dat kazdému
Clenovi vasho timu priestor, aby k rieSeniu prispel vlastnymi napadmi.

Struktura dna

Matematicky B-den pozostava zo zakladnych uloh a zo zavereéného zadania. Pokuste sa
stravit priblizne polovicu ¢asu rieSenim uloh zavere¢ného zadania.

Pomdocky

Dnes budete potrebovat: pero, dostatok papiera (na &rtanie a kreslenie), noznice, lepidlo,
lepiacu pasku, zoSivaCku alebo kancelarske spinky na pripevnenie listov papiera k sebe

a pocitac alebo laptop, na ktorom napiSete vase rieSenie, vasu zavere¢nu spravu.
PouZivanie internetu je povolené (v sprave uvedte webovu adresu, ak z niektorej webovske;j
stranky budete Cerpat pojmy a myslienky), ale nie je to nevyhnutné, pretoZze nas zaujima
predovsetkym vasa praca.

Co odovzdate?

Pocas celého dfia budete pracovat na sprave, opise vasich rieSeni, ktoru odovzdate
v elektronickej podobe. Spravu o vasich rieSeniach nezacnite pisat prili§ neskoro, pretozZe ju
musite eSte dnes poslat e-mailom na adresu: tabletmatematikaukf@gmail.com do 16:30.

V sprave opiste svoje vysledky a zdévodnenia rieSeni uloh a rieSenie zavereCného zadania.
Akceptujeme, ak niektoré vase tvrdenia nebudu uplné. Déraz pri hodnoteni je kladeny na
vas originalny vyskum v zavere¢nom zadani.

V sprave rozpovedzte vas vlastny jasny a presvedcCivy pribeh. Ocenime dobre napisané,
jasné, presné, uplné a starostlivo formulované a originalne, tvorivé spravy. Matematicky
obsah rieSeni a spOsob, Styl, akym je sprava napisana, budu hrat’ pri hodnoteni dolezitu
ulohu!

Tipy na spravny Styl pisania a na Strukturu spravy:

- moOzZe byt uzito€né zacdat pisat’ vypracovanie zakladnych uloh uz hned dopoludnia,

- zrozumitelnost' kazdy, kto sa nezu€astnil na Matematickom B-dni a nepozna zadanie, ale
ma dostato¢né vedomosti z matematiky, by mal byt schopny vaSej sprave porozumiet,

- ak sa pri rieSeni uloh opierate o vlastné tvrdenia, dostato&ne podrobne ich vysvetlite,
objasnite a (to je dOlezité), o najviac vyuzivajte matematicku argumentaciu,

- na ilustraciu svojich napadov pouzite viastné opisy, grafy a obrazky.

Do spravy zakomponujte képie obrazkov, ktoré si vytvorite (snimky obrazovky alebo
fotografie rieSeni na papieri).



Zakladné ulohy

Dnes budete pracovat s hrou Spoj-a-panuj. V zadaniach su opisané rézne varianty hry,
preto venujte pozornost tomu, o ktory variant hry ide. Prva verzia hry za¢ina dvoma
znamienkami + (pozri Obrazok 1).

+ +

Obrazok 1. Zaciatok hry

Na kazdé znamienko + sa mdzete pozerat ako na bod, uzol, so Styrmi chvostmi. Budeme ho
nazyvat 4-uzol. Celkovo je teda v zaCiatoCnej situacii hry, na obrazku 1, osem chvostov.

Pravidla hry

Hru hraju dvaja hragi, striedaju sa v tahu. Tah pozostava zo spojenia dvoch réznych
chvostov (z toho istého uzla alebo z dvoch réznych uzlov). Na spojovaciu Ciaru hrac, ktory je
na tahu, nakresli ¢iaru a umiestni na tato Ciaru nové znamienko +. Spojovacia ¢iara musi byt
nakreslena bez toho, aby hra¢ zdvihol pero z papiera. To znamena, Ze na kazdej strane
pridaného znamienka vznikne novy chvost a ostatné dva chvosty budu lezat na spojovacej
Ciare.

Po prvom tahu je situacia ako na obrazku 2.

Krok 1: spoj dva chvosty Krok 2: Umiestni na ¢iaru znamienko +

+—+

Obrazok 2. Priklad obrazku hry Spoj-a-panuj po prvom tahu.
V nasledujucom tahu sa opat spoja dva nepouZzité, volné, chvosty a na spojovaciu Ciaru sa
umiestni znamienko +; dostaneme napriklad situaciu na Obrazku 3:

Krok 1: spoj dva chvosty Krok 2: Umiestni na ¢iaru znamienko +

O T

Obrazok 3. Priklad vysledku hry Spoj-a-panuj po druhom tahu



Hra pokraCuje spajanim vzdy dvoch nepouzitych chvostov spojovacou Ciarou. Je potrebné
dodrzat dalSie pravidlo: spojovacia €iara sa nemdze krizit’ ani pretinat’ uz existujucu

Ciaru, uzol alebo chvost. TakZe chvost oznaeny  na obrazku 3 neméze byt nikdy

pripojeny k inému chvostu. Skontrolujte!

Hrac, ktory ako prvy nemdze vykonat tah, pretoZe uz nie je mozné spojit dva chvosty bez

pretnutia spojovacich &iar, prehral.

Pociato¢né uzly sa mézu lisit potom chvostov (pozri nizSie). Na nové spojovacie Ciary sa

vzdy zakresli iba znamienko + a zakresli vZdy kolmo na Ciaru tak, aby z neho zostali volné

iba dva chvosty.
Skumanie. Zahrajte si niekolkokrat hru, zacnite s réznymi pociatoénymi uzlami podla tvarov
uvedenych nizSie. Vysledky tohto skimania (a nasledujucich skumani) nemusite v sprave

opisovat a uvadzat.

+ + * A+

Dva 4-uzly Jeden 8-uzol 3-uzol a 4-uzol

Vyzera to tak, Ze hra sa vzdy zastavi sama od seba, a Ze bez ohladu na to, ako hrate,
musite pre kazdu zaciatoCny tvar uzlov hrat rovnako dihy ¢as. Vyzvou pre vas bude zistit

o tejto hre o najviac. Budete experimentovat a svoje zistenia zdévodriovat.

Zacnime skumanim jednoduchej situacie: zaciato€na situacia je jeden 4-uzol. Je zrejmé, zZe
nie je vela moznosti, ako sa hra vyvinie.

Uloha 1 (Opis). Napiste podrobny opis véetkych spdsobov, ako sa méze hra s jednym
uzlom v zaciatoCnej situacii vyvijat.

Opis, ktory je rieSenim ulohy 1, nebude obsahovat nekonecne vela rieSeni, pretoze,
napriklad, spojovacie Ciary zakreslené bodkovanymi Ciarami su, z hladiska pravidiel hry,

totozné.
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Zda sa, Ze pre priebeh hry nie je podstatné, ako hra hra, kadial presne prebiehaju Ciary
a kde presne konc¢i novy uzol a chvosty.

Uloha 2 (Pohyb okolo &iar a uzlov). Preskumaite, &i je pre hru délezité, & sa pohybujete
okolo Ciary alebo okolo uzla (ktory bol nakresleny v predchadzajucich tahoch) bez toho, aby



sa dalSie Ciary a uzly nakreslenim novej spojovacej Ciary pretali. Svoje zistenia podloZte
argumentmi.

UvaZujme pocdiatoCné situacie hry iba s jednym uzlom. Namiesto jedného 4-uzla alebo
8-uzla mbézeme vo vSeobecnosti uvazovat aj o hre, ktora sa zacina d-uzlom: uzlom

s d chvostami. Dokazete vopred pre kazdu hodnotu d urcit toho z dvoch hracov, ktory
vyhra? Vyzvou nech je pre vas najst odpoved tuto otazku a vysledku dobre porozumiet.

Zda sa, Ze je uzitoCné pozerat sa nielen na uzly a chvosty, ale aj na oblasti, ktoré v hre

medzi spojovacimi €iarami vzniknu. Na zaciatku hry vychadzame z jednej oblasti: celej
roviny, na ktorej sa hra hra. Na obrazku 4 je faza hry so Styrmi oblastami.
1
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Obrazok 4. Situacia hry, v ktorej su Styri oblasti a osem nepouzitych chvostov

PocCas kazdej fazy hry su na obrazku pouZité a nepouZzité chvosty. NepouZity chvost je ten,
z ktorého nevychadza Ziadna spojovacia Ciara.

Uloha 3 (vyskum pomocou tabulky). Vytvorte tabulku, ktora opisuje, aky je vztah medzi
poctom nepouzitych chvostov a po¢tom oblasti po€as hry, ktora zacina jednym d-uzlom.
Svoje pozorovanie vysvetlite.



Stav hry Pocet tahov Pocet Pocet

z nepouzitych oblasti
chvostov g
d

+ 0 4 1

£ | :

Pocet nepouzitych chvostov d je tzv. invariantny: tento pocet sa nemeni. Poget presunov z
minus pocCet oblasti g, t.j. z — g . je tieZ nemenny, je invariantny.

Zistite, Ze situacie, ked na konci hra dosiahne pocet tahov z, poCet oblasti g a poCet
nepouzitych chvostov d, su skuto€ne kompatibilné.

Uloha 4 (Vzorec pre poéet tahov).

a. Najdite vzorec pre pocet tahov v hre, ktora sa za¢ina jednym d-uzlom a vysvetlite, Ci
vyhra prvy alebo druhy hrac.

b. Vysvetlite, pre€o je vas vzorec spravny. Vysvetlite tiez, pre€o sa hra skon¢i po prislusnom
pocte tahov a preco je vzdy mozné urobit najmenej jeden tah.

Prva misia bola splnena! Ale eSte sme neskondili. VSetky ulohy ste riesili iba pre hry, ktoré
zacCinaju iba jednym uzlom. A &o hry zacinajuce viacerymi uzlami?

Teraz budeme chvilu venovat pozornost hram, ktoré zacinaju iba 4-uzlami. Pocet 4-uzlov
v pocCiato€nej situacii hry ozna&ime n.

n kusov

+ + + +

Obrazok 5. PocCiato¢na situacia hry s n 4-uzlami

Skumanie. Zahrajte si hru, ktora ma na zaciatku tri 4-uzly. Je vas vzorec z rieSenia ulohy
4a stale pravdivy? Dokazete predpovedat, kto vyhra v tejto pociatonej situacii?

Ak hra zadina viacerymi uzlami, po€as hry nastane situacia, Ze uzly su zoskupené do
réznych skupin. Tieto skupiny nazyvame komponenty (pozri Obrazok 6) a pocet
komponentov oznacujeme c.
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Obrazok 6. Priklad: tri komponenty (situacia pre hre, v ktorej boli na zaCiatku Styri 4-uzly)

Pocas hry spajame dva nepouzité chvosty v kazdom tahu. Ak dva chvosty novej spojovacej
Ciary patria do dvoch réznych komponentov, poCet komponentov sa znizi o jeden. Takyto

tah nazveme prepajaci tah. Ak dva chvosty patria do toho istého komponentu, oblast sa
rozdeli na dve Casti a tah nazveme rozdelovaci tah.

' Prepajaci fah: spojenie |
dvoch komponentov

\

\ /
\ /
\ /

Rozdelovaci fah: '
rozdel plochu

Obrazok 7. Priklad prepajacieho tahu a rozdelovacieho tahu

Uloha 5 (Vyskum tabulkou Il.). Vypliite niz$ie uvedent tabulku az po posledny tah. Hra sa

hra s dvoma 4-uzlami. Vytvorte podobnu tabulku pre hru s tromi 4-uzlami. Nevahajte pouzit
svoju vlastnu hru namiesto uvedenych hier.

Situacia v hre Pocet Rozdelovaci Pocet Pocet Pocet
tahov (R) nepouzitych komponentov  oblasti
z prepajaci (P) chvostov c g
tah d
+ + 0 8 2 1
+—+—4 1 P 8 1 1
2 R

4-uzlami.

Zda sa, Ze pocCet tahov je pevne stanoveny aj pre pociato¢nu situaciu hry s viac ako Styrmi



Uloha 6 (Vzorec pre poéet t'ahov Il).

a. Najdite vzorec pre pocet tahov v hre s n 4-uzlami a pouzite tento vzorec na vysvetlenie,
ktory hrac vyhra.

b. Vysvetlite, ako zistite odpoved na otazku v bode a. M6Zete pouZit’ svoje pozorovania:
- 0 pocte prepajacich a rozdelovacich tahov,
- kedy hra pokracuje a kedy kon¢i (pozor na pocet chvostov a poCet oblasti).

Uloha 7 (Odévodnenie invariantov).

Vysvetlite, prec€o je vyraz z + ¢ — g invariantny (to znamena: vzorec ma rovnaky vysledok
pre kazdy tah, nemeni sa). Ak to chcete urobit, pozrite sa osobitne na to, o sa deje pri
rozdelovacom tahu a prepajacom tahu. Vysvetlite vzorec z ulohy 6a. pomocou tohto
invariantu.

Skumanie. Hrajte sa a skumajte niektoré hry, ktoré maju pociato€nu situaciu s réznymi
typmi uzlov, napriklad ako na obrazku 8. DokaZete predpovedat pocet tahov iba na zaklade
celkového poctu chvostov d a poctu uzlov n?

Uloha 8 (n uzlov). Preskimaijte, kto vyhra hru, ak zaginate n uzlami, ktoré mézu mat rézny

poCet chvostov, d4,d,, ds, ..., d,. Pozrite sa na situaciu na Obrazku 8. Zrozumitefne
vysvetlite, ako ste prisli k svojim vysledkom.

A x
X ¥

Obrazok 8. Pociatoéna situacia d, = 4, d, = 3, d; = 8 en d, = 4. Ktory hrac¢ vyhra?



Zaverecné zadania

Po predchadzajucich zakladnych ulohach si pozorne precitajte tri mozné zavereéné zadania.
Najprv si pozrite vSetky tri navrhy zavere¢ného zadania a potom si vyberte aspon jedno
zadanie z navrhovanych troch. MézZete si, samozrejme, zvolit viac ako jedno zavere¢né
zadanie.
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ZavereCné zadanie 1: Spoj-a-panuj pomocou divokej karty

Na zaklade vyrieSenia prechadzajucich uloh a pozorovani ste zistili, Ze od zaciatku je istée,
ktory hrac v hre Spoj-a-panuj vyhra, €i sa to hraCom paci alebo nie. V tomto zavere€nom
zadani budete skumat taky variant hry Spoj-a-panuj, v ktorom viac zalezi na tahoch
jednotlivych hracov a hra sa tak stane sa viac skuto¢nou.

Pravidla su rovnaké ako v Standardnej hre Spoj-a-panuj, az na to, ze v hre dojde k pouzitiu
divokej karty: v jednom bode mdze jeden z hracov vykonat tah, v ktorom na novej
spojovacej Ciare nebude nakreslené Ziadne znamienko +. Hraci sa mézu sami rozhodnut, ¢i
a kedy budu hrat’ s divokou kartou, ale akonahle sa kazdy z nich vyuZije divoku kartu, obaja
hrac¢i mozu uz potom robit iba Standardné tahy.

Uloha 1 (Na vybere zalezi). Ukazte, Ze vyber hragov, kedy pouzit divoku kartu v hre
v skuto€nosti ovplyvni, ktory hra¢ vyhra.

a) Uvedte priklad hry, v ktorej vyhra prvy hrac.
b) Uvedte priklad hry s rovhakou zaciato¢nou situaciou, v ktorej vyhra druhy hrac.

Uloha 2 (Kto vyhra?). Preskiimajte &o najviac réznych zadiatoénych situacii. Kto vyhra
danu hru, ak obaja hraci hraju ¢o najlepsie? Opiste svoje zistenia!

Hra je zaujimavejSia, ak obaja hraci mézu urobit jeden tah divokou kartou (alebo jeden hra¢
vyuzije dve divoké karty, ak druhy hra¢ nevyuzije svoju Sancu s divokou kartou).

Uloha 3 (Dva tahy divokymi kartami.). Preskimaijte variant hry, ked kazdy hra& ma

k dispozicii dva tahy divokou kartou. Opiste tolko réznych vychodiskovych situacii, kolko je
mozné a zddvodnite, kto vyhra danu hru, ak obaja hraci hraju o najlepsie. Jasne

a zrozumitelne opiste svoje zistenial
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ZavereCné zadanie 2: Povrchy

V tomto zavereCnom zadani sa budete zaoberat podrobnejsie hrou, ktoru ste uz hrali
predtym. K hre priddme matematicku situaciu.

Zrolujte harok papiera do valca a zlepte (lepidlom, lepiacou paskou, spinkami alebo
kancelarskymi sponkami), pozri obrazok 9.

~y D

Obrazok 9. Hra sa hra na valci

Skumanie. Hrajte hru na vonkajsej strane, na plasti, valca. Vyberte si flubovolné pociato¢né
situacie. Na vnutornu stranu papiera prejst nemézete. Preskimaijte, i je priebeh hry iny ako
na plochom harku papiera, na ktorom ste hrali doteraz.

Potom vytvorte dva valce, ktoré su priblizne rovnakej velkosti. Spojte ich ako na obrazku 10.

(L
-

Obrazok 10. Spoj-a-panuj na dvoch prepojenych valcoch.

Skumanie: Hrajte hru niekolkokrat s jednym zaciato&nym 4-uzlom na spojenych valcoch. Je
vitaz hry vopred jasny?

Niekedy mbzete urobit taky tah na spojenych valcoch, ktory nie je ani prepajacim, ani
rozdelujucim tahom. Tento typ tahu nazyvame posunom nahor (skratene topologicky tah).
Pre topologické tahy uz vyraz z + g — c nie je invariantny (ako pri hre Spoj-a-panuj v rovine).
Zda sa, Ze sa by bolo vhodné topologické tahy podrobnejSie preskumat. Oznacte g, poCet
oblasti, v ktorych nie su k dispozicii Ziadne topologické tahy. Oznacte g, poCet oblasti,

v ktorych je mozny jeden topologicky tah; g, bude pocet oblasti, v ktorych existuju dva
topologické tahy, atd.

Zadanie 1 (Vyhra na dvojitom valci.)
a. Preskumaijte, ktory hra¢ vyhra na dvojitom valci, ak hra za¢ne jednym 4-uzlom.

b. Preskumaijte, ktory hra€ vyhra v hre s n uzlami s réznym poc¢tom chvostov, povedzme
dy, d,, ds, ..., d,. Skimanie urobte pre ¢o najvacsi poet moznych kombinacii.

12



Teraz je vS8ak hra uz uplne volna. Aky bude priebeh hry, ak sa oblast rozSiri o dalsi valec
(pozri obrazok 11)?

Obrazok 11. Spoj-a-panuj na troch prepojenych valcoch.

Uloha 2 (Ulohy s este vaésim poétom zakrut.). Skimaijte, ktory hraé vyhra v hre, ktora sa
hra na povrchu s [ slu¢kami (prepojenymi valcami), ktoré su spojené napriklad s n 4-uzlami

a pripadne aj s réznym poc¢tom chvostov d,, d,, ds, ..., d,.

13



Zaveredné zadanie 3: Udolie hiboké, hora vysoka

V tretom zavere€nom zadani vam predstavime novy problém, ktory na prvy pohfad nesuvisi
s hrou Spoj-a-panuj, aj ked' na rieSenie problému sa vyuziju podobné uvahy.

Cielom tohto zadania je odhalit matematicky vztah medzi po¢tom vrcholov, udoli, sedlovych
bodov, jazier a ostrovov v krajine.

Lahsie je pracovat s obrysovymi obrazkami, t.j. vyS8kovymi mapami ako s trojrozmernymi
obrazkami krajiny.

Obrazok 12. VySkova mapa, nacrt a obrazok krajiny.

Na vySkovej mape su dva body, oznacené znamienkom plus: dva vrcholy. Existuje vSak
dalSi bod, ktory sa nachadza viac-menej v strede medzi dvoma vrcholmi. Tu sa stretavaju
Styri Ciary v rovnakej vySke (Cervena osmiCka na Obrazku 13) , medzi horami je horské
sedlo, sedlovy bod.

14



Obrazok 13. Sedlovy bod medzi dvoma horami. V tomto bode sa stretavaju styri Ciary
vySkovej mapy.

Rovnako ako je to na zemi, aj krajiny, ktoré budeme skumat v nasich ulohach, su uprostred
velkého oceanu. Skér ako zacneme skumat, urobime dve cvi€enia tykajuce sa krajiny
a vySkovych map. Vysledok tychto cviCeni nemusite zakomponovat do spravy.

Uloha 1. Naértnite krajinu pre vy$kovi mapu na Obrazku 14.

Obrazok 14. VySkova mapa. Znamienko minus oznacuje dolinu.

Uloha 2. Nagrtnite vy$kovi mapu krajiny na Obrazku 15.

15



Obrazok 15. Krajina

Budete skumat spojenie medzi poétom ostrovov e, po¢tom jazier m, po¢tom vrcholov p,
pocCtom dolin d a po¢tom sedlovych bodov z. Ciefom tejto ulohy je odhalit vztah medzi nimi.

Pri vyskume mdzete vyuzit myslienku invariantu (tak, ako ste sa s invariantom uz stretli
v zakladnych ulohach). Pri kazdom tahu sa vzorec, vztah nemenil, dostali ste vzdy to isté
Cislo.

e

1. Uplne ponorené krajina 2. Jeden vrchol nad hladinou 3. Dva vrcholy nad hladinou
vody vody

4. Vrcholy prepojené sedlom 5. Celd krajina nad hladinou
vody

16



Teraz nerobime ,tahy“, ale pomaly zniZujeme hladinu vody. Pri kaZzdej zmene hladiny vody
sledujte, ako sa meni pocet ostrovov e, poCet jazier m , poCet vrcholov p, poCet dolin d a
pocCet sedlovych bodov z, pokial su tieto prvky krajiny nad vodou.

Situacia v hre Pocet Pocet Pocet Pocet dolin Pocet
ostrovov jazier vrcholov d sediel
e m p z

Urobte to pre tofko obrazkov krajiny, kolfko potrebujete. Pouzivajte vyskové mapy, aby ste si
situaciu zjednodusili. Mohli by ste tiez nakreslit niekolko typov krajiny, ktorych vyskyt v
realnom svete je nepravdepodobny, ako, napriklad, presne vodorovny okraj kratera
vyhasnutej sopky alebo Uplne vodorovna nahorna ploSina alebo tri horské hrebene, ktoré sa
spajaju v presne rovnakej vyske (sedlo typu “opica”, pozri Obrazok 16), ale tymto situaciam
by ste sa mali vyhnut v rieSeni ulohy 3.

Uloha 1. Skimaijte, &i existuje vztah medzi po&tom ostrovov e, po&tom jazier m, po&tom
vrcholov p, po¢tom dolin d a potom horskych sediel z, ktory je rovnaky pre kazdu krajinu
(nad hladinou vody).

Uloha 2. Dokéazte, Ze vztah, ktory ste nasli, je spravny. Pomécka: pouzite invarianty pre
kazdy typ prechodu typu krajiny, ktory vznikne pri poklese hladiny vody.

Normalne sedlo je charakterizované dvoma smermi, ktorymi sa da nar dostat z dvoch
vrcholov; zo sedla sa pohybujeme smerom nahor, ako po chrbte kona. Sedlo “opica” ma treti
smer klesania, hovorime mu chvost opice.

Uloha 3. Dopliite vztah z tlohy 1, tak, aby boli mozné aj pre sedla typu “opica”. Akonahle
sa vam to podari, urobte to isté pre ,viacnasobné® sedla: sedlové body, kde sa spajaju viac
ako tri horské hrebene v presne rovnakej vyske (opica, ktora ma viac ako jeden chvost).
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I 2:

Obrazok 16. Vyskova mapa sedla “opica” (vfavo) a presne vodorovného (horizontalneho)
okraja kratera sopky (vpravo).
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