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Znamym reklamnym sloganom jednej automobilky je ,ni¢ nie je nemozné". No nemusi to
byt vzdy pravda. Tohtoroéné zadanie sutaze Matematicky B-der je o tom, aby ste spolu
s timom patrali, ¢i nieco je mozné alebo nie. Hlavnu Ulohu v zadani zohrava voda a dzbany.
Nebojte sa ni¢oho, vrhnite sa do riedenia a ukazte, ze pre vas ni¢ nie je nemozné. Ano,
zvladnete to!

STRUKTURA DNA

Toto zadanie Matematického B-dna pozostava z Uvodnych Uuloh a dalsich, hlbsich
volitelnych Uloh. Na rozdiel od beznych hodin matematiky, v Matematickom B-dni
nemusite vyriesit vSetky Ulohy. Ak sa pri niektorej Glohe zaseknete alebo nemate dostatok
¢asu, modzete si ju nechat na neskér alebo ju dokonca Uplne vynechat. Ako pomocka na
vasej ceste k rieSeniu vam pri niektorych ulohach poslazia navrhy a navody. V zadani sa
vyskytuju ulohy s réznou Uroviiou narocnosti, od lahkych po tazké, takZe nevadi, ak sa
vam nepodari vyriesit véetko. AvSak aspor vo vasej zaverec¢nej sprave ukazte, ¢o ste sa
snazili vyriesit a ako daleko ste sa dostali - napriklad pomocou navodov. Po tom, ¢o
stravite dostatok ¢asu nad Uvodnymi problémami, vyberte si jeden alebo viacero dalsSich
problémov, aby ste sa mohli hibsie venovat danej téme. Prave rieSenim tychto poslednych
problémov sa vas tim moze este viac odlisit od konkurencie!

PRACA V TIMOCH

Zvlastnostou Matematického B-dna je, Ze matematiku robite ako tim. M6Ze byt dobrym
nadpadom urobit si harmonogram a rozdelenie Gloh. Nech kaZzdy robi to, v ¢om je dobry.
Dajte kazdému priestor, aby mohol prispiet svojimi ndpadmi a vypracovanim. VSetci
mbzete pracovat na rdéznych Ulohach naraz alebo pracovat na probléme spolo¢ne, mbzete
o problémoch a rieSeniach diskutovat a hodnotit rézne pristupy k rieSeniu. Pri niektorych
problémoch je uzitoéné nastudovat si niekolko réznych pripadov. A prave tu je priestor na
delenie prace medzi ¢lenmi timu.

PoMOCKY

Dnes budete potrebovat: pero, dostatok (odpadového) papiera, toto zadanie a poditac
alebo notebook na pripravu zaverecnej spravy, pripadne tabulkovy procesor (napriklad MS
Excel) alebo programovaci jazyk (napriklad Python). Chceme vas odradit od pouZivania
internetu; ak predsa len pouzijete online zdroje, uvedte vo svojej sprave citaciu (URL).

CO ODOVZDAT?

Pocas celého dne$ného dna budete pracovat na zavereénej sprave. Nezacinajte s fiou prilis
neskoro. Musite ju odovzdat najneskér o 16:00. OpiSete v nej svoje vysledky a
zdb6vodnenia. Porozpravajte svoj vlastny, jasny a presvedcivy pribeh. Oceniujeme dobre
napisané a urcite originalne a kreativne rieSenia a jasné, presné, Uplné, starostlivo
formulované zaverec¢né spravy.

TIPY:
MéZe byt uzitoéné zacat so spisovanim vysledkov uz rano.

Vyjadrujte sa zrozumitelne: dbajte na to, aby bol text Citatelny aj pre niekoho, kto sa
nezucastnil na Matematickom B-dni (ale ma dostato¢né vedomosti z matematiky), bez



toho, aby si precital zadanie. Do spravy nemusite doslova kopirovat Ulohy zo zadania.
Namiesto toho z nej radsSej vytvorte kreativny pribeh.

Podstatou Matematického B-dna je skimanie a uvazovanie. Ak uvadzate zdévodnenia,
vysvetlenia alebo objasnenia, snazte sa ich ¢o najviac vytvarat pomocou matematickych
argumentov. Ak si stdle nie ste niedim isti, mdzete to v sprave uviest formuldciou,
napriklad: "Domnievame sa, Ze..."

Na ilustraciu svojich myslienok pouzivajte obrazky. Pouzite napriklad képie obrazkov,
ktoré ste vytvorili (snimky obrazovky alebo fotografie Cisel na papieri).

Do hodnotenia sa zapocitava nielen matematicky obsah zaverec¢nej spravy aj sposob jej
napisania!



UVODNE ULOHY
ULOHA 1 (JE TO (NE)MOZNE)

=N

5 litrov 3 litre

OBRAZOK 1. DVA DZBANY, KOHUTIK A DREZ

Predpokladajme, ze mate dva prazdne dzbany, pétlitrovy a trojlitrovy, vodovodny kohutik
a drez, z ktorého okamzite vyteka voda (pozri obrazok 1). Povolené su nasledujlice kroky:

i. Vyprazdnenie celého dzbanu do drezu
i.  UpIné naplnenie dzbanu vodou z kohutika
iii.  Prelievanie vody z jedného dzbanu do druhého, kym nie je tento dzban uplne
prazdny alebo druhy Upine piny

a. Preskimajte, ¢ dokdaZete takto odmerat Styri litre vody, inymi slovami, ¢ dokaZete
naplnit dzban presne Styrmi litrami vody pouzitim len vy$Sie spominanych krokov.
Svoje medzikroky vysvetlite v sprave.

b. Preskimajte, ¢i dokdzete odmerat Styri litre aj pomocou nasledujlcich velkosti
dzbanov:
e 8 litrov a 3 litre
e 7 litrov a 3 litre
e 6 litrov a 3 litre

V sprave vysvetlite, akym spdsobom ste situdciu skimali. MdZete pouzit tabulky, v ktorych
budete sledovat, v ktorom kroku je v ktorom dzbane kolko litrov vody, napriklad ako je
uvedené nizSie pre pripad 8 a 3 litrovych dzbanov:

Stav ‘ 8 litrovy ’ 3 litrovy

0 0 0 Jd  Napln trojlitrovy
1 0 3 dzban
2 3 0 d Prelej vodu do

druhého dzbanu



ULOHA 2 (POCET EFEKTIVNYCH RIESENI)

Vratme sa k pdvodnym dvom dzbanom s objemom pét a tri litre. Styri litre mdZete odmerat
viacerymi sp6sobmi. Samozrejme, mbzete najprv desatkrat naplnit a vyprazdnit patlitrovy
dzban, aby sme ziskali iné kroky, ale to je neefektivne.

Presnejsie povedané, je neefektivne, ak:

i.  Vratite spat krok, ktory ste uz vykonali predtym (ak to je mozné).
ii.  Vyprazdnite Ciasto¢ne naplneny dzban do drezu.
iii. Doplna dolejete vodu z kohutika do Ciasto¢ne naplneného dzbanu.
iv.  Pokracujete, aj ked' ste uz dosiahli cielové mnozstvo

VSetky nasledujuce kroky su teda neefektivne pre pravidla i, ii, i, iii:

5 litrovy ‘ 3 litrovy 5 litrovy ‘ 3 litrovy 5 litrovy ‘ 3 litrovy 5 litrovy ‘ 3 litrovy

2 3 2 3 0 0 2 3
5 0 0 3 5 0 5 3
2 3 5 3

0 3

a. Vysvetlite, preco su kroky ii. a iii. neefektivne.

Ak pracujeme neefektivne, existuje nekonec¢ne vela spbsobov, ako sa dostat k Styrom
litrom. Pri efektivnej praci je ich o dost menej.

VSimnite 5-litrovy dzban s x a 3-litrovy dzban s y litrami vody. Krok znamena prechod zo
stavu do dalsieho stavu, teda naplnenie, vyprazdnenie alebo nalievanie do dZzbanu. Kroky,
ktoré su sucastou nasledujlcej tabulky, mozno graficky zndzornit ako cestu v stradnicovej
sUstave (pozri obrazok 2).

Stav 5 litrovy | 3 litrovy
x y
0 0 0
1 5 0
2 2 3
3 2 0

b. Pri reSpektovani horeuvedenych neefektivnych krokov vidime, Ze ¢ervenu cestu mozno
predizit len jednym spdsobom. Vysvetlite ako a preco.

c. Pomocou tohto obrazku preskimaijte, kolko je efektivnych spésobov, ako odmerat Styri
litre vody pomocou 3- a 5-litrového dzbanu (zacinate s dvoma prazdnymi dzbanmi).
Vysvetlite, Co robite a aké su vase argumenty.



0 1

OBRAZOK 1. STYRI STAVY A TRI KROKY (CERVENE SIiPKY) PROCESU PRELIEVANIA

EXTRA: SKUMANIE!

Obrazok 2 mdzeme mierne upravit.
|

| |
1 1 1
| | |
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1
| | |
2 2 2
| | |
1 1 1
| | |
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1
| | |
2 2 2
| | |
1 1 1
| | |
Q 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1

OBRAZOK 2. PRELIEVANIE AKO JEDINA $iPKA

Képie mriezky z predchadzajuceho obrazku sme umiestnili oproti sebe (pozri
obrazok 3). Koniec koncov, kvdli efektivnosti je vzdy jasné, ¢i sa ma vyprazdnit piny
dzban alebo naplnit prédzdny. Dokazete zrekonstruovat Sest krokov znazornenych v Sipke
(celkovo trikrat preliat, dvakrat naplnit, raz vyprazdnit) na obrazku 3? Na tomto obrazku
je plnenie a vyprazdnovanie viac implicitné (ak pretinate Ciselnu Ciaru), pricom vyhodou
je, ze namiesto klukatych &iar sa mdézeme pozerat len na rovnu &iaru/$ipku. Mdzete na
obrazku ukazat aj iné efektivne rieSenie?

ULOHA 3 (MOZETE POUZIT AJ)

Problém mozete previest aj do algebry. Pozrime sa eSte raz na proces nalievania, pri
ktorom zacneme plnenim 5-litrového dzbanu a po niekolkych krokoch skoncime so
4 litrami vody v 5-litrovom dzbane.

a. Sledovanim toho, ¢o sa deje krok za krokom, ukazte, ze obsah ktoréhokolvek dzbanu
v ktoromkolvek stave mozno zapisat v tvare 5k + 31, kde k al (v kazdom stave iné) su
celé cisla.

To, ze v 5-litrovom dzbane mdzeme skondit so 4 litrami, znamena, Ze existuju celé
Cisla k a | také, ze 4 = 5k + 3.

1 0dpovede na tito tlohu nemusite davat do zavereénej spravy.



b. Aké hodnoty dostanete pre k a / v tejto rovnici pri prelievani ako na obrazku 2?

c. Dokazete tieto hodnoty spojit s krokmi, ktoré ste vykonali v procese nalievania
(t. j. s poctom naplneni, vyprazdneni a vyliati)?

d. Dokazete spojit hodnoty k a I s rovnicou pre ¢iaru na obrazku 3?

e. Dokazete najst akékolvek iné hodnoty k al tak, aby platila rovnost 4 = 5k + 31? Suvisia
aj s procesom prelievania? Ako?

f. Teraz to vSetko preskimajte vSeobecnejSie pre proces nalievania s 5-litrovym
dzbanom a 3-litrovym dzbanom:
e skUmaijte iné cielové mnozstva ako 4 litre;
e preskumajte, aky vplyv ma prvotny/pociatocny krok;
e preskumajte, v ktorom pohari sa cielové mnozstvo objavi ako prvé.

V pripade potreby pouzite nasledujicu tabulku.

Pozadované | Mozné? | Najmensi Pocet Pocet Pocet k | I | Dzbdn
mnozstvo pocet prelievani | vyprazdneni | naplneni

vody krokov medzi

nadobami

0 Ano 0 0 0 0 0| 0| oba

1

2

3 Ano 1 0 1 0 0|1 3

4

5 Ano 1 0 1 0 1|0 5
ULOHA 4

Predpokladajte, Zze mate m litrovy dzban a n litrovy dzban, pricom m a n si kladné celé
Cisla. Otazka, ktoru sme nacrtli uz v probléme 1, znie: ,Ktoré mnozstva h sa daju alebo
nedaju odmerat?". VSeobecne povedané:

a. PreskUmajte tuto otadzku pre dzbany s objemom m =4 a n = 6 litrov.
b. Preskimajte tuto otazku pre dzbany s objemom m =7 a n = 2022 litrov.

c. Skumajte tuto otazku vSeobecne a sformulujte hypotézu. Uvedte argumenty na
podporu svojej hypotézy.

Navrhy a navody:

e Urobte grafy ako pri Ulohe 3, ¢ast f.

e PouZite na to graf ako v ulohe 2.

e VyskuSajte dostatocné mnozstvo hodnét m a n, kym neuvidite vzorec.
e Pokracujte v premyslani: Co spdsobuje tieto vzory?

Podobne ako vyssie, mdzete vytvorit rovnicu vieobecne pre mnozstvo h:

h=m-k—n-1



Co vidite v rovnici o pocte prelievani v stvislosti s k a I[? A ¢o o poéte naplneni? A o pocte
vyprazdneni? Sformulujte hypotézu. Uvedte argumenty na podporu svojej hypotézy.

ULOHA 5 (OD DZBANOV PO BILIARD)

Ak mriezku na obrazku 2 trochu skosite, dostanete to isté v trojuholnikovej mriezke
rovnostrannych trojuholnikov. Skvelé je, ze kroky potom nasleduju jeden za druhym ako
odrazy o hranu, podobne ako trajektoéria biliardovej gule po biliardovom stole v tvare
rovnobeznika.

0 x

OBRAZOK 3. PRELIEVANIA AKO SiPKY V TROJUHOLNIKOVEJ MRIEZKE

Ak zrealizujete vy$Sie uvedenlU postupnost krokov zapisani ako trajektdriu
v trojuholnikovej mriezke (prosim, urobte tak), uvidite, ze prechddza cez takmer vsetky
body mriezky, kym skonci v bode (0,3). Vynechané su len body (0,0) a (5,3). Rovnako ako
pri Ulohe 4, aj teraz mézeme menit rozmery biliardového stola: rozmery nazvime m a n.
Pozrieme sa na trajektérie guli cez trojuholnikovd mriezku. Vrcholy (m,0) a (0,n) moOZzu
sltzit iba ako pocdiato¢ny alebo koncovy bod drahy; a vrcholy (0,0) a (m,n) nemodzu byt
dosiahnuté a neberieme ich do Uvahy. Preskimajte, ako zavisi pocCet drah od hodnét
m an.

Navrhy:

e Preskimajte dostatok konkrétnych prikladov.

e Opiste, ¢o sa deje a preco.

e Hladajte zakonitosti.

e Sformulujte hypotézu.

e Uvedte argumenty, preco by tato hypotéza mohla byt pravdiva.

e Ak sa ukaze, ze vasa hypotéza nie je pravdiva, uvedte v sprave kontrapriklad:
tiez zaujimavé.



VOLITELNE ULOHY

Vyberte si jednu (alebo viac) z nizsie uvedenych uloh, ktoré sa hlbsim pohladom na Gvodné
Ulohy.

ULOHA 6 (ZOVSEOBECNENIE)

Predpokladajme, ze mate k dispozicii tri dzbany.

==

15 litrov 10 litrov 6 litrov

OBRAZOK 4. €O DOKAZETE S TROMA DZBANMI?

a. Rieste Ulohu pre tri dzbany s objemom 6, 10 a 15 litrov (obrazok 5). Dokazete nimi
odmerat 1 liter?

b. Mézete na rieSenie pouzit vizudlny model? Vysvetlite.

c. Kolkymi efektivnymi spésobmi sa da odmerat 1 liter? Davajte pozor: mozno budete
musiet zmenit definiciu slova "efektivny"!

d. Preskimajte, ktoré mnozstva sa daju alebo nedaju odmerat pre dzban s objemom k
litrov, dzban s objemom m litrov a dzban s objemom n litrov, pricom k,m a n su kladné
celé Cisla. Sformulujte hypotézu. Uvedte argumenty na podporu svojej hypotézy.

e. Co mozete povedat o pocte efektivnych riedeni v tomto véeobecnom pripade?

f. Dalej zovieobecnite problém a svoje rieSenie. Co v pripade $tyroch, piatich alebo
dokonca viacerych dzbanov?



ULOHA 7 (m-DZBAN)
Predpokladajme, ze mate dva dzbany. Jeden 5-litrovy a jeden n-litrovy.

a. Vysvetlite, pre¢o nemozete presne odmerat Ziadne z mnozstiev 1, 2, 3 alebo 4 litre.

b. Skumajte, ako blizko sa mo6zete dostat k 1 litru. DokazZete to lepSie ako 2m — 5? V sprave
podrobne vysvetlite, na ¢o ste prisli. Neuspokojte sa priliS rychlo. Vymyslite nejaky
Sikovny spOsob? Ak je to potrebné, pouzite Python, tabulkovy softvér alebo nieco
podobné.

ULOHA 8 (BILIARD)

V tejto casti navrhnete vlastné biliardové stoly na trojuholnikovych mriezkach. Rohy
biliardového stola lezia na bodoch mriezky a strany na priamkach mriezky. Gula sa kotula
len po mriezkovych ciarach vnutri zeleného okraja.

OBRAZOK 6. BILIARD NA TROJUHOLNIKOVEJ MRIEZKE

Diskutujme o rohoch takéhoto biliardového stola. K vrcholom s ostrymi uhlami sa vobec
nedd dostat pozdiz mriezkovych ¢&iar. K rohom s tupym uhlom sa dé dostat, ale potom sa
nedd povedat, ktorym smerom sa gula odrazi. Preto tieto vrcholy pouzivame len ako
pociatoCny alebo koncovy bod trajektorie. Napriklad:

\VANI/

X

OBRAZOK 5. PRIKLAD DRAHY ZACINAJUCEJ A KONCIACEJ V ROHOVOM VRCHOLE




V Ulohe 5 ste hladali vzorec pre pocet drah pre biliardovy st6l v tvare rovnobeznika
S rozmermi m na n.

a. Dokdazete najst takyto vzorec aj pre trojuholnikovy biliard s rovnakymi stranami
dizky n? Dokazete navrhnut nejaké dalsie triedy/skupiny biliardovych tvarov, ktorych
pocet dradh viete vypocitat pomocou rovnice?

Stupen rohového vrcholu je poc¢et smerov, ktorymi méze draha prist (alebo odist) do tohto
bodu.

/\

A

OBRAZOK 8. STUPEN VRCHOLA BILIARDOVEHO STOLA

b. Co mdzete povedat o stcte véetkych stupfiov vrcholov biliardového stola? A o vztahu
medzi po¢tom drah a stuétom stupriov? Co mozete povedat o stuprioch vrcholov vo
vasich navrhoch v ¢asti a., ¢o o vztahu k prislusnym rovniciam?



