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Na uvod matematického dha B-DAY vam ponukame dve matematické predjedia.

Uloha 6 zo sutaze MATEMATICKY KLOKAN 2010:

6. A paper strip is folded in two three times. Then it is unfolded again.
When holding the strip upright, you can see the folds from above.
Which of the following strips cannot be seen?

Preklad: Papierovy pdsik bol zloZeny trikrat na polovicu. Potom bol znovu vystrety.
Na vystretom pdsiku papiera vidno ohyby. Ktory z nasledujucich pasikov takymto spésobom
nevznikne?

Na nasledujucom obrazku je lomena €iara, ktora pripomina labyrint. Takyto labyrint mézeme
vyskladat z papierového pasika, ked papierovy pasik poskladame viackrat na polovicu.
Pozrite si Uvodnu fotografiu a porovnajte ju s obrazkom.

Potom, ako papierovy pasik poskladame, znovu ho rozvinieme tak, aby susedné Casti pasika
zvierali pravy uhol.

)L

Témou tohtorocného matematického B-diia budu takéto labyrintové cesty, ktoré moézu byt
vytvorené z viackrat poskladaného papierového pasika a nasledne rozvinutého tak, ze
susedné Casti cesty su na seba kolmé.
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Uvod

Zadanie matematického B-dfia je pomerne jednoznalné: papierovy pasik niekolkokrat
zlozime na polovicu podla predpisaného postupu. Ked pasik znova vyrovname tak, aby steny
v zlomoch boli na seba kolmé, vysledkom budu zaujimavé vzory.

Navod na skladanie je jednoduchy, ale rychlo odhalite, Ze model, ktory podfa skladania
vznikne, je pomerne zlozity a ma zaujimavé vlastnosti. Preto sa dnes budeme zaoberat
takymito vzormi.

Vysledkom rie$enia uloh a problémov dnesného zadania je, Ze dokazete vysvetlit ako modely
z pasikov poskladanych na polovicu vznikaju. Dokonca dokazete predpovedat tvar modelov
bez toho, aby ste ich vytvorili. To plati nielen pre vzorky, ktoré skutoCne vytvorite, ale aj pre tu,
ktora by vznikla napriklad 10 nasobnym zloZenim pasika, ¢o sa so zZiadnym realnym pasikom
urobit neda.

Z ¢oho sa zadanie sklada

Cast’ A (Objavovanie) obsahuje ulohy v ktorych budete pozorovat a popisovat modely, ktoré
mdzu vzniknat skladanim pasikov papiera. Vytvorenie a porovnavanie modelov bude
pripominat pracu s geometrickymi Utvarmi. VyrieSenie uloh v €asti A vam poméze v skumani
ZlozZitejSich problémov, ktoré sa nachadzaju v Casti B zadania.

Cast’ B (Skumanie) vas bude indpirovat k vlastnym objavom. MéZete si pomdct predloZzenymi
navrhmi, ale bude velmi vhodné, ak sa poberiete cestou vlastného objavovania a skimania.
Je toho vela, o mdzete odhalit!

Vysledkom vasho skumania bude sprava o tom, ¢o ste odhalili. Sprava by mala byt
formulovana tak, aby jej porozumel kazdy, koho aspor troSku zaujima matematika.

Svoju spravu mézete formulovat pomocou matematického slovnika a vyrazov pouzitych
v Casti A zadania, ale velmi vitana je aj vlastna originalna argumentacia.

K ulah€eniu rieSenia uloh sme pre vas pripravili aplet, ktory dokaze modely vykreslovat.
Nedajte sa zlakat k velmi skorému pouzitiu apletu! Precitajte si pozorne najskér ¢ast A a az
ked si budete isti, Ze procesu skladania pasikov papiera a vytvaraniu modelov velmi dobre
rozumiete, pouzite aplet. Preto nepouZite aplet skér ako v Casti B. Aplet vam bude uzito¢ny na
overenie napadov pri praci na vasom projekte.

Ako si naplanovat’ dnesny den

— Najskor skladajte papier a odhalujte modely a ich vlastnosti. Tejto &innosti
odporu¢ame venovat prvé dve hodiny (i viac). Mnozstvo €asu a pozornost,
ktord budete venovat Casti A vam vyrazne ufahéi vasS vyskum v Casti B
a umozni skimat problémy dokladnejie a do vacsej hibky.

— Nechajte si dostatok ¢asu na napisanie spravy, ktord odovzdate. Sprava by
mala byt odovzdana najneskér o 16:00 hod. Nenechavajte si pisanie
zaverecnej spravy o svojom vyskume na poslednu chvilu!

Zaverec€na sprdva

Zadanie dnedného matematického dria B-day vas bude inSpirovat k zavere€nej sprave,
v ktorej nemusite otrocky odpovedat na vSetky navrhované otazky v Casti B. Zaverecnu
spravu sa shazte napisat tak, aby jej rozumel i taky Citatel, ktory nepozna zadanie
skumaného problému.

Ak budete spravu pisat rukou, piSte a kreslite perom s ¢iernou naplnou, aby sa vasa sprava
dala kvalitnejSie skopirovat, pretoze bude hodnotena viacerymi hodnotitelmi.

Vel'a stastia a dobru zabavu!
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CAST A: OBJAVOVANIE

Uvod

PoCas dnedného matematického dna B-day budete potrebovat papierové pasiky, vela
papierovych pasikov. Presny rozmer pasika nie je podstatny. Pripravili sme pre vas pasiky
z papiera velkosti A4, ktory sme rozstrihli po dizke na osem pasikov. S tymito pasikmi budete
experimentovat. Jeden koniec pasika oznacte na jednej strane Ciernou znackou. To bude
zaciatok pasika.

Polozte pasik papiera pre seba na stdl tak, aby Cierna znacka (zaciatok pasika) smerovala k
vam. Polohu pasika vidite na obrazku.

Pasik niekolkokrat poskladajte na polovicu bez toho, aby ste ho medzi skladanim vyrovnavali.
Skladanie niekolkokrat po sebe sa méze zdat komplikované. Uvedomte si vSak, ze sa vzdy
dokazete orientovat’ podfa Ciernej znacky — zacCiatku pasika.

Pasik je mozné skladat iba dvoma spdsobmi:

- Skladanie smerom od seba, Cize dolava. Prava strana bude potom
lezat pod lavou stranou. Takyto sklad nazveme lavy a oznaime
pismenom I.

- Skladanie smerom k sebe, €iZze doprava. Prava strana bude potom lezat pred lavou
stranou. Takyto sklad nazveme pravy a ozna€ime pismenom r.

Pasik skladame tymto spésobom niekolkokrat. Zakazdym je to bud sklad | alebo sklad r.

Postup skladania tvori postupnost pismen | a r. Priklad na ilustraciu: tri poskladania
papierového pasika podla postupu: | rr.

Sklad 1: |, dofava | Sklad 2: r, doprava | Sklad 3: r, doprava Po rozvinuti

’%

Pasik na obrazkoch bol poskladany podla postupu skladania | r r . Pokracujme dalej: —

— Pasik rozvinieme. Davame pozor, aby steny v ohybe zvierali pravy uhol
a jednotlivé steny boli vyrovnané.
— Polozime si pasik na stdl pred seba tak, aby €ierna znacka bola vlavo. |

Ked sa na pasik pozrieme zhora, vidime lomenu €iaru ako na obrazku vpravo. Takuto lomenu
Ciaru budeme nazyvat model cesty. Model cesty budeme kreslit tak, aby prvy dielik
(zaciatok cesty), ktory je oznaceny ciernou znackou, smeroval vodorovne zlava
doprava.

Model cesty méZeme tieZ opisat’ ako trasu zo zadiato&ného bodu pasika do posledného bodu,
pricom cesta obsahuje vSetky €asti pasika.

Predstavte si, Ze prechadzate po modeli cesty zo zadiatoéného bodu do posledného bodu.
Kazdy usek cesty je priamy a kon¢i ohybom vpravo (R) alebo viavo (L). Uhol kazdej zakruty
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ma velkost 90°. Na ceste si budeme vSimat iba ohyby. Trasu cesty vytvorenu v prvom
priklade mézeme popisat nasledujucou postupnostou ohybov: RRLLRLL.

Kazdému poskladanému pasiku papiera teda vieme priradit dve dblezité postupnosti:

- postup skladania, ktory predstavuje navod, ako skladat pasik papiera a popisuje ho
postupnost pismen | ar.

- model cesty, ktory je vysledkom poskladania pasika a mézZzeme ho nakreslit ako lomenu
Ciaru alebo popisat’ postupnostou pismen L a R.

Uvod do objavovania

Tabulka ilustruje Styri postupy skladania, ked papierovy pasik bol zloZzeny dvakrat. Kazda
ilustracia, kazdy model cesty zacina vodorovne smerom doprava. llustracie ukazuju kde a ako
zacat.

postup skladania model cesty

rr ’:I RRL

ri | | LRR

I'r | | RLi

Il EI LLE

Starostlivo si prakticky overte uvedené Styri postupy skladania a prisludné modely ciest podla
nich.

Pouzite pripravené papierové pasiky a poskladajte ich trikrat. Zapidte a zakreslite si vSetky
moznosti trikrat poskladaného pasika.

Velmi dolezité: poskladajte pasiky papiera, zapiste si postup skladania a model cesty,
ktory tymto skladanim vznikne. Ziskate tak konkrétne poznatky o celom probléme.
Nevynechajte tato aktivitu!

¢ Objavovanie 1.

a. Ak skladame pasik papiera tak, Ze ho ohneme trikrat na polovicu, mame osem r6znych
moznosti ako to urobit. Ktoré moznosti to su?

b. Prehladne si zapiste postupy skladania papierového pasika, ked ho ohneme trikrat.
Zapiste si postupnost skladov aj modely ciest, ktoré prislusnym skladanim pasika
ziskate.

c. Ak poskladame pasik papiera trikrat, urCite sa medzi modelmi vSetkych ciest nenajde
cik-cak vzor, ktory je znadzorneny na nasledujucom obrazku. Dalo sa to odhadnut uz

vopred. Pre¢o?

Ak zloZzime pasik papiera dvakrat na polovicu a potom ho spatne rozvinieme, vzdy dostaneme
Styri rovné Casti pasika (4) a vzdy dostaneme rovnaky pocet ohybov (3).
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¢ Objavovanie 2.
a. Kolko rovnych Casti a kofko zakrut ma model cesty, ak pasik papiera zlozime trikrat?

b. Kolko rovnych €asti a kolko zakrut ma model cesty, ak pasik papiera zlozime n krat (n
=1,2,3,4,5,...)?

Postupnost ohybov

Ak bol pasik papiera zloZeny Styrikrat, model cesty, ked' pasik rozvinieme, tvori 16 Casti a 15
ohybov.

Na obrazku nizSie je zobrazeny rozvinuty pasik papiera, ktory bol predtym poskladany.
Ciarkovane su vyznacené ohyby na modeli cesty. Ohyby sme ocislovali smerom zlava
doprava.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

¢ Objavovanie 3.
a. Na ktorej pozicii, na obrazku vyssie, lezi ohyb prvého prelozenia? Inak: ktoré &islo
patri ohybu, ktory vznikne, ak pasik papiera zlozime raz? A ktoré pozicie (Cisla) patria
druhému, tretiemu a Stvrtému prelozeniu?

Kazdej pozicii m6Zeme priradit L alebo R, podfa toho, ako znie postup skladania. Niekto
napisal R na pozicie 2, 7, 8 a 12 modelu cesty. Takyto zapis postatuje, aby sme dokazali
zrekons$truovat cely model cesty!

b. Odvodte cely model cesty (zapiSte postupnost pismen R a L).

c. Akou postupnostou zapiSeme postup skladania?

¢ Objavovanie 4.
Uvazujme postup skladania, ktory sa sklada zo Siestich prehnuti pasika papiera.
Dostaneme vzor cesty, ktora sa sklada zo 64 Casti a 63 ohybov.
a. Informacia navySe: prvy ohyb zlava je ohyb R. O ktorych z uvedenych 62 ohybov
mdbzete s istotou tvrdit, ze je to ohyb R alebo ohyb L?
b. Dalsia informéacia navyse: zapis cesty zaéina postupnostou RLLR. O kolkych ohyboch
neviete s istotou povedat, ¢i su R alebo L?

¢ Objavovanie 5.
a. Preco lomena Ciara na obrazku vpravo neméze byt modelom cesty?
b. Prec€o sa v zapise modelu cesty neobjavi postupnost RLLRRRLLRLLRRRL?

Vzt'ah medzi dvoma cestami

Vezmime si  nejaky model cesty a S
vynechajme v fom kazdy druhy ohyb. _l SN
Dostaneme model inej cesty. Pozrite si —> N —>
obrazok vpravo. Druhy model cesty zaCneme

tvorit z pévodnej cesty smerom zfava tak, ze /'

v pbévodnej ceste vynechame kazdy druhy

ohyb. Novy model cesty je vyznaCeny Ciarkovanou Ciarou na obrazku v strede. Vysledkom
procesu vynechania ohybov je model cesty vpravo. Z pbvodnej cesty boli vynechané Styri
ohyby.

¢ Objavovanie 6.
a. Model pévodnej cesty z predchadzajuceho obrazka (lomena Ciara vfavo) je vysledkom
postupu skladania, ktory znie: r I 1. Vysvetlite, preCo je lomena &iara vpravo (vysledok po
vynechani ohybov) tiez modelom cesty. AKky je zapis postupu tohto skladania ?
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b. Existuje nejaky iny postup skladania so zaciatkom vlavo, ktorého vysledkom je ten isty
model cesty (i.j. lomena &iara vpravo na predchadzajicom obrazku)?

¢ Objavovanie 7.
Model cesty na obrazku vpravo je vysledkom postupu skladania ‘

rilr.
a. Ako sa model cesty zmeni, ak v postupe skladania zamenime

prvé r za |? ‘
Aké zmeny nastanu v zapise modelu cesty pomocou pismen?
b. Ako sa model cesty zmeni, ak v postupe skladania zamenime
posledné r za I?
Aké zmeny nastanu v zapise modelu cesty pomocou pismen?
¢ Objavovanie 8.
Model cesty zapisany postupnostou pismen LRRLLLRLLRRRLLR je vysledkom skladania
so Styrmi ohybmi.
a. Existuje taky postup skladania, ktory zmeni R zapisané na druhej poziciinal,az
ostatnych pismen zostane nezmenenych tolko, kolko sa len da, t.j. zmeni sa iba
minimalny, nevyhnutny pocet pismen zapisu modelu cesty.
Ktoré pismena v zapise daného modelu cesty sa musia v tomto pripade zmenit a ako sa
zmeni pévodny postup skladania?
b. Existuje zapis iného modelu cesty, v ktorom sa L na Stvrtej pozicii zmenina R, az
ostatnych pismen zostane nezmenenych tolko, kolko sa len da.
Co mozeme teraz povedat o postupnosti pismen zapisu modelu cesty a o postupe
skladania?

Schematicky prehl'ad odvodenia zapisu modelu cesty z postupu skladania

Vezmime postup skladania v tvare r | r |. Zapisujme postupne jednotlivé ohyby a napiSme
kompletny zapis modelu cesty.

Pozrite si nasledujucu tabulku smerom zdola nahor. Model cesty (zapisany pomocou pismen
L a R) zapisujeme postupne od prvého po Stvrty ohyb. Zakazdym ked pasik papiera ohneme
na polovicu, zapiSeme pismeno na prisludnu poziciu ohybu. Vysledny zapis modelu cesty
tvori postupnost patnastich pismen na poziciach 1 az 15. M6Zeme tieZz povedat, Ze kazda
Ciselna pozicia ma svoj kéd vyjadreny pismenom L alebo R.

ohyb 4 L R R L L L RRL R R R L L R
ohyb 3 R L R R R

ohyb 2 L R R

ohyb 1 R

pozicia |1|2|3]|a[5[6|[7]8]9|10][11]12]13]14]15

¢ Objavovanie 9.
Pozname kédy troch pozicii v zapise modelu cesty, ktory je vytvoreny na zaklade postupu
skladania so Styrmi ohybmi.

ohyb 4 L R R ) ?2 2
ohyb 3
ohyb 2
ohyb 1
pozicia |1|2|3|a|5][6[7]8]9|10][11]12]13]14]15

Aké kdédy maju tri pozicie, ktoré su oznacené otaznikom?
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CAST B: VASE VLASTNE SKUMANIE

V Casti A ste si precviCili skladanie papierovych pasikov a experimentovali ste so zapismi
skladania a modelmi ciest, ktoré vzniknu réznym skladanim. Ziskané skusenosti vyuZijete v
dalSom skumani, v ktorom sa hlbSie ponorite do tejto zaujimavej problematiky.

Dohoda

Na overenie vaSich uvah a dokazovanie vaSich tvrdeni pouzite aplet. Na dokaz
pravdivosti tvrdenia nepostaci, ak uvediete iba niekolko prikladov. Pokuste sa vzdy najst
presné argumenty, ktorymi kazdé svoje tvrdenie dokazete.

Tri vyroky
V nasledujucom texte su sformulované tri pravdivé vyroky. Kazdy vyrok je doplneny otazkou.
PresvedCiva odpoved na kazdu polozenu otazku vam pomdze vo vaSom dalSom skumani.
Velmi vitané je i kazdé vaSe vlastné tvrdenie, ktoré ste svojim skimanim odhalili.
»  Vyrok 1:

V kazdom modeli cesty plati, Ze prva a posledna Cast cesty su na seba kolmé.

Otazka:

Pokuste sa najst’ dostato¢ne vycCerpavajuce zdévodnenie pravdivosti prvého vyroku.

»  Vyrok 2:
Pre kazdy ohyb v modeli cesty, ktory vznikne podfa daného postupu skladania sa da
presne predpovedat, i bude L(favy) alebo R(pravy).
Otazka:
Je dany nasledujuci postup skladania rr r I r r r | r. Na zaklade ¢oho viete predpovedat
aky ohyb (R alebo L) bude na pozicii 167

> Vyrok 3:
Pre kazdy model cesty je mozné vzdy najst prislusny postup skladania.
Otazka:
Vedeli by ste najst vSeobecny postup, pomocou ktorého je mozné najst prislusny postup
skladania pre akykolvek model cesty.

V nasledujucom texte najdete namety na skumanie. Vyberte si z nich alebo skumaijte vlastné
vyskumné otazky.
Zrozumitelne a jasne popiste predmet svojho skimania a svoje zavery a rieSenia.

o Vyberme jednozdisel n(=1,2,3,4,5, ...).
Pre kazdy model cesty, ktory vznikne n ohybmi, plati, Ze vzdialenost od zaciatku po
koniec cesty je rovnaka.
Skumaijte preco je to tak.
Poznamka: vzdialenost od zadiatku po koniec cesty, samozrejme, zavisi od dizky
papierového pasika, ktorym zadiname. Je rozumné zadat s pasikom dizky 2", pretoze
potom plati, Ze kazda priama &ast cesty (kazdy dielik cesty) ma dizku 1.

« Vybermejednozdiseln (=1, 2, 3,4, 5, ...).
Na zakreslenie modelu cesty pouzime S&tvorCekovy papier. Oznaéme zaciatoény bod
modelu cesty ako fixny bod na Stvoréekovom papieri.
- Kde lezia body, v ktorych kon&i model cesty pre dané n, kde n je po¢et ohybov?
- Medzi bodom, ktory oznaduje zaliatok cesty a bodom, ktory oznacuje koniec cesty, je
vela bodov - ohybov, ktoré su od zaCiatku cesty vzdialené viac ako je od zaCiatku cesty
vzdialeny koniec cesty. Skumajte, aké vzdialenosti su mozné. Dokazete vyjadrit
maximalnu vzdialenost od zaciatku cesty do lubovolného bodu cesty v modeli cesty ako
nasobok n?
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. Existuje vefa modelov ciest v ktorych sa body ohybu dotykaju (splynu). Uvedena situacia
nastane vtedy, ak sa v zapise modelu cesty objavi postupnost RRR alebo LLL: po troch
ohyboch R alebo L sa vratime spat do zagiato¢ného bodu. Ak n = 5, kazdy model cesty
bude obsahovat aspori jednu podpostupnost LLL (mbzete to overit)

- Ukazte, Ze pre kazdé n > 5 kazdy zapis modelu cesty obsahuje aspori jednu
podpostupnost LLL.

- Zdbvodnite, pre€o v kazdom moznom zapise modelu cesty pre rastuce n pocet
podpostupnosti LLL rastie (alebo aspori neklesa).

e Prestudujte si nasledujuce obrazky: na obrazku vfavo maju vSetky ohyby cesty uhol
velkosti 90°, zatial ¢o na obrazku vpravo uhol kazdého ohybu ma velkost mensSiu ako
90°. Obrazok vpravo jasne ilustruje, ze v modeli cesty nikdy nevznikne prekrytie. To
znamena, ze po ziadnej priamej Casti cesty sa neprejde dvakrat, vzdy sa iba v ohyboch

] ]
A
| 1]
L

| m Wﬁ"‘Jﬁ

—
/

|
L LL_J L_ [
J U Epnminnie
dotknu. Inak to znamena, Ze postupnost RRRR alebo LLLL sa v zapise modelu cesty
nikdy neobjavi.
« - Pokuste sa dokazat, ze RRRR (alebo LLLL) sa nikdy v zapise modelu cesty
nevyskytne.
- Kedy sa v modeli cesty dostaneme do “bodu kontaktu”, ¢ize do bodu, v ktorom sme sa
pocas cesty uz raz ocitli? Pomdzte si obrazkom.
e V modeli cesty sa daju najst symetrické Casti. Je to vidiet napriklad na nasledujucom
obrazku. Symetricky je cely model cesty, ale symetrické su i jednotlivé Casti cesty.
Mézete zdbévodnit, kde a pre€o v modeli cesty dochadza k jednotlivym symetriam?

1 []

o

H L[]
L] L] ] L]

e Uvazujme suvisly blok pozostavajuci z 2* pismen L a R; ktory sme vybrali zo zapisu
modelu nejakej cesty. Blok pismen ma dizku 4, 8, 16, 32, ... (k= 2).
Spocitajme pocet vyskytov pismena L a pocet vyskytov pismena R v danom bloku
pismen. Rozdiel medzi tymito dvoma poctami je bud 0 alebo 2.
- Dokazete vysvetlit preco?
Rozdiel medzi poctom vyskytov R a po¢tom vyskytov L v bloku nazveme odchylka bloku.
Predchadzajtice tvrdenie hovori, Ze bloky dizky 2¢ maji odchylku 0 alebo 2.
- Skumajte maximalnu odchylku modelov cesty, ktoré su vytvorené n ohybmi
a sformulujte tvrdenie.

KONIEC
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