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Uvod

O tomto zadani

Budete riesit ulohy o malom hadovi, ktory sa vola Lena a o jej otcovi, ktory sa vola Marko.
Lena ma dizku iba 15 cm a kazdy vecer, ked ide spat, je jej velmi zima. Marko je velmi
starostlivy otec. Rozhodol sa, Ze jej upletie prikryvku. Rodina hadikov vS§ak nema vela
penazi a tak Marko musi Setrit’ s vinou, z ktorej bude prikryvku pliest. Marko sa zaroven
rozhodol, ze upletie ¢o najmensiu prikryvku. Navyse, nikdy nevie v akej sa polohe sa Lena k
spanku ulozi. Preto Marko musi upliest taku prikryvku, ktora Lenu prikryje bez ohladu na
polohu, v ktorej bude Lena zaspavat. Problém, ktory budete dnes riesit' znie: aky tvar a aku
plochu by mala mat najmensia prikryvka, ktorad ma Marko upliest. Prikryvka je pevna a
plocha: méze sa iba premiestriovat, neméze sa rozdelovat ani skladat' a krcit.

Prikryvka

Obr. 1 Tri pozicie hada pod prikryvkou

Problém mézeme matematicky formulovat nasledovne: aky je najmenS$i obsah rovinného
utvaru (prikryvky), ktory pokryje vetky &iary (hadika) s dizkou 15 cm (hadik aj prikryvka sa
m&zu krutit, posuvat, alebo otacat ale iba tak, Ze vSetky Ciary budu vzdy pod prikryvkou
schované). Je to otvoreny matematicky problém, ktorého rieSenie este nikto nepozna!

Rozvrh dnesného dia

Zadanie dneSného Matematického B-dha pozostava z ivodnych uloh a zo zavere¢ného
zadania. V zadani najdete aj Specialne ulohy, ktoré nemusite riesit, ale ak ich vyriesite,
pomdze vam to celu problematiku pochopit hibSie a ziskat’ dalSie zaujimavé poznatky.
Skuste pracovat intenzivnejSie na rieSeni jednej Specialnej ulohy (ak sa vam bude pacit) a
vynechat inu Specialnu ulohu. Polovicu ¢asu dneSného dna by ste mali venovat
zavereCnému zadaniu. RieSenie zavere¢ného zadania vas prinuti experimentovat' a
zdbvodiovat; robit naozajstny vyskum v matematike. Kazdy tim méze v dneSnej sutazi prist
k vlastnym originalnym vysledkom.

Potrebne pomocky
15 cm dlhy kusok medeného dr6tu
- StvorCekovy papier
- kruzidlo
- noznice
- lepiaca paska
- pocita€ alebo notebook
- nepovinné: GeoGebra alebo podobny softvér



Co musite odovzdat'?

Vypracujete pisomnu spravu v elektronickej podobe. Spravu odoslete najneskér o 16:00
hodine. V pisomnej sprave opiSete vlastnymi slovami, presne a zrozumitefne, vSetky
riedenia. Sustredte sa najma na rieSenie zavereCného zadania.

Rady:

- Dobre si rozplanujte ¢as. Rozdelte rieSenie jednotlivych uloh medzi ¢lenov vasho
timu. Odporu¢ame zacat s pisanim vasej spravy, opisom vasich rieSeni, hned od
rana.

- Piste zrozumitelne: vaSej sprave by mal rozumiet kazdy taky Citatel, ktory nepozna
zadanie, ale ktory ovlada matematiku. To znamena, Ze vaSe rieSenia musia byt
podrobne opisané a komentované.

- Na podporu svojich rieSeni vzdy a vSade pouzivajte matematické argumenty, ale
najma vtedy, ak je potrebné opisat, objasnit’ alebo vysvetlit postup rieSenia.
Kombinacia matematickej argumentacie s jasnym, presnym a preciznym
vyjadrovanim bude vasou velkou vyhodou!

- Nailustraciu vasich myslienok vytvorte a do textu zakomponujte obrazky. Mézu to
byt fotografie obrazkov na papieri alebo obrazky vytvorené v softvéri a snimky
obrazovky pocitaca.

- Préacu na rieSeni si dobre rozplanujte a v skupine si jednotlivé ulohy rozdelte.

Pri hodnoteni vasej spravy bude matematicky obsah rieSeni a uroven pisomného prejavu
hodnoteny rovnocenne!



Zakladné zadanie
Zadanie 1: Kruhova prikryvka

Predpokladajme, Ze Lena ma dizku 15 cm a je super tenka: jej hribka je 0. Je to maly
pruzny kuasok drotu.

Prva prikryvka, ktoru Marko pripravi, je kruh s priemerom 30 cm.

w 30 cm ‘:

Obr. 2. Kruhova prikryvka
Intuitivne je zrejmé, ze Lena sa pod prikryvku schova, nech je v akejkolvek polohe.
Nas ale zaujima, Ci je mozné, aby prikryvka mala priemer mensi ako 30cm.

(a) Pouzite drot a skumajte, aky najmensi priemer by mohla mat’ kruhova prikryvka, pod
ktoru sa Lena schova, nech zaujme akukolvek polohu.

Samozrejme, zadanie od vas bude vyzadovat viac ako iba experimentovanie. To, pre€o
prikryvka nevyhovuje, musite zdévodnit. Ak budete tvrdit, Ze tvar alebo rozmer prikryvky
vyhovuje pre vSetky polohy, musite vysvetlit: ako? Ako mbdzeme zmenit polohu hadika Leny
(bez toho, aby sme zmenili jej tvar) a ukazali, ze prikryvka ju vzdy prikryje?

Predpokladajme, Ze mame kruhovu prikryvku s priemerom 20 cm. Nestaci, ked napiSete:

“Umiestnime Lenu tak, Ze jej hlava leZi na kruzZnici a budeme riou otacat’ okolo tohto bodu
dovtedy, kym Lena nie je kompletne skryta pod prikryvkou.”

‘\_\ Hlava na okraji| /

Obr. 3. Kruhova prikryvka s hlavou hada umiestnenou na obvodovej kruznici.

Nebude to vzdy pravda!

(b) Nakreslite obrazok Leny, najdite taky jej tvar alebo polohu, kedy to nie je pravda
(hadik Lena nie je kompletne prikryty). Novy pokus:

Nech stred kruhu lezi v bode M. Umiestnite Lenu tak, Ze aj jej stred bude lezat' v bode M.



Obr. 4. Kruhova prikryvka, stred kruhu a stred hada leZia v tom istom bode M.

Funguje to. Zdbévodnite, ze Lena bude prikryta nech zaujme akukolvek polohu. Uvedte
vhodné argumenty.

(c) Vyrieste pre kruh (a).

Opis situacie, v ktorej dokazete, ze hadik Lena bude prikryty prikryvkou v akejkolvek pozicii,
budeme nazyvat stratégia pozicie. Tvrdenia v predchadzajucom texte, ktoré su napisané
kurzivou, su priklady opisu stratégii pozicie.

(d) Kruhovu prikryvku s polomerom mensim ako v (a) nemézeme pouzit. Vysvetlite ¢o
najpodrobnejsie.

(e) (Specialna uloha; poznamka: naroéna! Iba pre tych, ktori maju dostatok éasu.)
PouZite drot a skumajte, ¢i sa da odstrihnut nejaka Cast’ z kruhovej prikryvky
s najmensim moznym priemerom (dana v (a)) tak, ze zvySok prikryvky po odstrihnuti
je este stale prikryvka, ktora vyhovuje podmienkam. Opiste prislusnu stratégiu
pozicie a vysvetlite ¢o najpodrobnejSie, pre€o je dana stratégia pozicie (pre upravenu
prikryvku) spravna.

Zadanie 2: Ohnuty had pod obdlznikovou prikryvkou

Had sa mdze ulozit k spanku v lubovolnom tvare. Tvarov hada je teda nespocetné
mnozstvo a preto je naro¢né ulohy s uvedenou tematikou rieSit. Pokusme sa rieSit’ ulohy
s tvarmi hadov, ktori nie su taki flexibilni ako Lena.

V tejto Casti zadania sa obmedzime na menej ohybné hady, budeme ich nazyvat ohnuté
hady. Ohnutné hady sa skladaju z dvoch useciek, dizka kazdej usecky je 7,5 cm. V bode,
v ktorom sa Usecky spajaju, lezi kib (bod ohybu), ktory je v skuto&nosti vrchol uhla tychto
dvoch useciek. Uhol medzi dvomi use¢kami oznaCime a.

Obr. 5. Ohnuty had.
Na zagiatku sa obmedzime na prikryvky tvaru obdiznika.

(a) Uvazujme o dvoch obdiznikoch. Prvy obdiZznik ma rozmery 14 cm a 5 cm; druhy
obdiznik ma rozmery 15 cm a 5 cm. Modelujte pomocou drétika a skimaijte, &i
ohnuty had moze byt prikryty jednou a druhou prikryvkou. Ohnuty had méze zaujat



akukolvek poziciu a prikryvka musi vyhovovat kazdej pozicii. Svoje odpovede
vysvetlite a ak je to vhodné alebo nutné, zdévodnite vypoctami.
Marko sa pokusa najst najmensiu obdiznikovu prikryvku. Skusa overit nasledujicu stratégiu
pozicie:
- pre menSie hodnoty uhla « umiestni hada tak, Ze jedna Cast hada lezi strane
obdlznika (pozicia 1):

s
Obr. 6 Ohnuty had, pozicia 1.

- pre vacsie hodnoty uhla @ umiestni ohnutého hada do pozicie danej osou
sumernosti uhla dvoch Usediek, ktora je rovnobeZna so stranou obdiZnika (pozicia 2):

a

Obr. 7 Ohnuty had, pozicia 2.
- pre najvacsie hodnoty uhla a umiestni ohnutého hada na uhloprieku obdiznika
(pozicia 3):

Obr. 8 Ohnuty had, pozicia 3.

Overme Markovu stratégiu a pokisme sa najst najmensi mozny obdiznik pre ohnutého
hada. Bude to trochu naro¢né; nenahlite sa, experimentujte, zdévodriujte a svoje uvahy si
navzajom vysvetlujte.
(b) Marko pévodne uvaZzoval iba o jednej strane (vyske) obdiznikovej prikryvky. Ak pre
vhodny uhol a vymeni poziciu 1 za poziciu 2, dostane najkratSiu moznu vysku. Pre
aku velkost uhla a to nastane? A aku dizku bude mat krat$ia strana obdiznika??

(c) Aka je velkost uhla a, pri ktorej Marko umiestni hada z pozicie 2 na poziciu 3?
Vysvetlite, urobte a popiste potrebné vypocty!

(d) Comu sa rovna obsah najmensej obdiznikovej prikryvky, ktori Marko takto najde?

(e) Po tom, ako Marko nasiel najmensiu obdiZnikovu prikryvku, zistil, Ze z nej méze
niektoré Casti odstrihnut. Vidite to tiez?



Zadania 1 a 2 ukazuju zakladny pristup k rieSeniu problému had-a-prikryvka. K zakladnému
pristupu sa vratime neskér v dalSich zadaniach a v zavere€nom zadani. Zakladny pristup je
zhrnuty v nasledujucich bodoch.

Zakladny pristup
Rieste iba podproblém: vyberte si typ hada a tvar prikryvky, ktorymi sa budete d’alej
zaoberat.
Experimentuijte.
Opiste stratégiu pozicie pre vSetky mozné pozicie hada.
Najdite minimalny rozmer prikryvky.
Vysvetlite, ze vSetky pozicie hada je mozné prikryt prikryvkou na zaklade stratégie
opisanej v C.
Dobrovolna uloha: zmenSite prikryvku: odstrihnite z prikryvky kusky ale tak, ze
stale bude vyhovovat podmienkam problému.

>
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Tabulka 1

Zadanie 3: Ohnuté hady a prikryvky v tvare vejara

Pre ohnutého hada mézeme vytvorit’ prikryvku aj iného tvaru akym je obdiznik. Zaénime s
polkruhom a vytvorme z neho tri prikryvky v tvare vejara pre malé, stredné a velké hady
(podra uhla ohybu hada).

Casti sU prepojené nitkou
hrubou tak akurat pre hada
: : Sirky 0

Obr. 9 Sipky ukazuju, Ze vejare su spojené ,tenkou nitkou®, ktora je dost’ ,hruba“ aby prikryla
hada s hrubkou tela 0.

Umiestnite tieto vejare vhodne do obdiZnika tak, aby ste dostali mensiu obdiZnikovu
prikryvku, napriklad:

Obr. 10 Obdiznikova prikryvka s poprekryvanymi vejarovymi castami.

Este lepSie bude odstrihnut’ v3etky tie Casti obdiZnika, ktoré s zbytoéné, ktoré nepokryvaju
Ziadneho hada. Dostanete tak rézne vtipné mensSie prikryvky (mozno niektoru aj s dierou):



Prikryvka

... s dierou!

Obr. 11 V prikryvke je dieral
Pocet vejarov je fubovolny. Odstrihnut viac vejarov by mozno bolo rozumnejsie.

Pouzite Stvoréekovy papier, narysujte polkruh s polomerom 7,5 cm a nastrihajte ho
na vejarové prikryvky (pouzite kusok lepiacej pasky na zlepenie vejarov v bodoch, v ktorych
sa dotykaju).

Poposuvaijte prikryvky tak, aby sa prekryvali a aby ste ziskali €o najmensSiu prikryvku; ¢im
mensiu, tym lepSie. Zhotovte fotografiu prikryvky. Na zostrojenie prikryvky mozete tiez vyuzit
softvér GeoGebra alebo iny softvér. Vysvetlite, pre€o ma vasa prikryvka dany tvar. Ak je to
mozné, doplrnte svoje vysvetlenie vypoctom. VyuZitim Stvoréekoveho papiera mézete vycislit
i priblizny obsah prikryvky.

Uvedomte si, prosim, ze podla typu prikryvky, ktory ste si vybrali (¢ast A v Tabulke 1)
existuje viac réznych tvarov, ktoré mézete optimalne posuvat a prekryvat! To je
experimentovanie (8ast B v Tabulke 1). Casti C, E a F su teraz uz pomerne jednoduché, ale
Cast' D je este stale celkom narocna.

Zadanie 4: Prikryvky s pridanou ciarou
Iny typ prikryvok pre ohnutého hada ma tvar Stvrt kruhu (kisok okruhleho kola¢a alebo
pizze) s polomerom 7,5 cm s “velmi tenkou” &iarou, ktora je predizenim polomeru od stredu

na opacnu stranu (vedie od stredu Stvrt’ kruhu doprava, Obr. 12).

7.5cm

90°

15¢cm

Obr. 12 Prikryvka v tvare Stvrt kruhu s pridanou €iarou.

(a) Pouzite drétik a vyskuSajte, €i a ako sa ohnuty had zmesti pod prikryvku na Obr. 12.
Opiste stratégiu pozicie, ktoru ste nasli.

(b) Dokazete vyrobit prikryvku podobného tvaru, tvaru kuska okruhleho kola¢a so
stredovym uhlom men8im ako 90°? A €o takto eSte menSi stredovy uhol?

Pri rieSeni Casti (b) ste nepochybne odhalili, Ze prikryvku mozete urobit’ tak, Ze obsah
prikryvky méze byt taky maly, ako vam to vyhovuje. Z toho vyplyva, Ze rieSenie problému
s ohnutymi hadmi sa méze velmi zjednodusit. Kazdopadne, riesit’ najskor zjednoduseny
problém je velmi uZitocné, pretoze nam to pomodZze nasledne odhalit’ postupy riedeni
zZlozitejSich problémov.



Zadanie 5: Tetra hady

Uplne odli$na stratégia zjednodusenia problému had-a-prikryvka je umiestnit hada do
Stvorcovej mriezky a hladat, napriklad, tetra prikryvky pre tetra hady.

Na obrazku 13 su niektoré tvary tetra hadov dizky sedem.

Obr. 13 Tetra hady dizky sedem.

Telo tetra hada tvoria spojené Stvorce, ktoré sa vzdy dotykaju jednou stranou, nikdy nie
vrcholom.

Stredy Stvorcov, ktoré tvoria tetra hada, mézeme spojit useCkami. Dostaneme tak lomenu
Ciaru a podla je tvaru vieme urc€it, aku poziciu tetra had zaujal. Uvedomte si, Ze pre hada
vpravo ha Obr. 14 existuju eSte dve iné moznosti.

Obr. 14 Pozicie tetra hadov dizky sedem.

Tvar na Obr. 15 nemdze byt tetra had.

Obr. 15 Na obrazku nie je tetra had.
(a) Nakreslite véetky mozné pozicie pre tetra hada dizky $tyri.

Predtym, ako budeme skumat vhodné prikryvky pre tetra hady, musime sa dohodnut, ako
sa budu tetra hady pohybovat' (bez toho, aby zmenili svoju poziciu). Bude platit:

- Tetra had sa méze posunut alebo otoCit' iba tak, ze vSetky jeho Casti budu po pohybe
opat presne lezat' v mriezke. Tetra had nikdy nesmie lezat’ naprie¢ mriezky alebo iba

na Casti Stvorcovej mrieZky (Obr.16).
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- Mbzeme vytvorit zrkadlovy obraz tetra hada, “zdvihnat” tetra hada a prelozit ho
na “druhu stranu” (Obr.17).

|J_ ,5:.:- |

| |
i
|
Obr. 16 Obr. 17 Zrkadlovy obraz tetra hada

4
>
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V nasledujucich €astiach zadania budete tvorit' prikryvky. Premyslite si opat pokyny A az F
v tabulke 1.

(b) Najdite najmensiu moznu prikryvku pre tetra hada dizky $tyri. Opiste prislusnu
stratégiu pozicie. Vysvetlite, pre¢o podla vas neméze byt prikryvka mensia.

(c) Najdite najmensiu moznu prikryvku pre tetra hada dizky pat. Opiste prislusnu
stratégiu pozicie. Vysvetlite, pre¢o podla vas neméze byt prikryvka mensia.

(d) (Specialna, iba ak mate dostatok ¢asu) Najdite najmensiu moznu prikryvku
pre tetra hada dizky Sest. Opiste prislusnu stratégiu pozicie. Vysvetlite, predo podla
vas nemdze byt prikryvka menSia.

V rieSeni (d) mbze byt naozaj velmi naro¢né opisat, preCo nembze byt prikryvka mensia. Ak
stratégia pozicie, ktoru ste nasli, je dobra a ste si isti, Ze tetra had sa zmesti pod prikryvku v
kazdej pozicii, ktoru méze zaujat, mbzete vyhlasit, ze ste nasli najmensiu prikryvku zo
vSetkych moznych prikryvok. Inymi slovami, nasli ste hornu limitu pre velkost prikryvky.

Mézete tiez hladat’ dolné hranice. Napriklad, lahko sa da zistit, Ze prikryvka pre tetra hada
dizky 16 by sa mala skladat z najmenej 28 $tvorcov: prikryvka musi prikryt aj skriteného

hada a aj hada, ktory je Uplne vystrety a kedZe prienik tychto dvoch tvarov tetra hada dizky
16 tvoria &tyri Stvorce, plati, Ze minimum je 16 + 16-4 = 28 Stvorcov na prikryvku (Obr. 18).

Obr. 18 Tetra had dizky 16 v dvoch polohach
(e) Najdite najmensiu hornt hranicu pre prikryvku pre tetra hada dizky Sestnast.
Postupujte tak, ze pridate (minimalne) jednu poziciu hada a svoje zavery presne
zdbévodnite.

Ohnutim (skrutenim) tetra hada dostaneme tetra hada s iba jednym ohybom (ako v zadani
2), ale tentokrat bod ohybu nelezi nutne v strede hada.

(f) Opiste prikryvku pre ohnutého tetra hada dizky n pre vSetky nenulové nezaporné
celé &isla n =1,2,3, ... Napiste vzorec s premennou n, podla ktorého sa vypocita
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obsah prikryvky. Pomécka: najdite najskor najmensie prikryvky pre niekolko prvych
hodnét n (napriklad pre n od 1 po 7) a pokuste sa svoje zistenia zovSeobecnit.

(Specialne)

U-tetra had je tetra had, ktory je dvakrat stoCeny o 90° takZe jeho tvar pripomina pismeno U.
Pozrite si Obr. 19.

Obr. 19 U-tetra hady

Stredna &ast U-tetra hada (8ast medzi ohybmi) méze mat' aj dizku dva, ako ukazuje pozicia
hada vpravo na obrazku 19.

Horna hranica pre obsah najmens$ej prikryvky pre tetra hada dizky n je n2. Had sa schova
pod $tvorcovul prikryvku, pri¢om strana $tvorca ma dizku n. Pre U-tetra hada bude prikryvka
eSte mensia a teda aj horna hranica bude mensia!

(9) (Specialna) Napiste vzorec s premennou n pre hornu limitu obsahu prikryvky pre U-
tetra hada dizky n, ak n je prirodzené gislon = 1,2,3, ...

Zadanie 6: Prikryvka pre vSetky pozicie

Vratme sa spat k vSeobecnému problému! Ako mbzete zdévodriovat, ze had sa vzdy
schova pod prikryvku? V zadani sformulujeme ddlezité navrhy k jednotlivym krokom
potrebnym k zdévodriovaniu prostrednictvom dvoch zakladnych otdzok a nasledne ich
aplikujeme na prikryvku v tvare kosostvorca.

Had ma dizku 15 cm.

(a) Predpokladajme, Ze hlava hada lezi v bode K , bod S ozna&uje koniec chvosta a telo
hada prechadza bodom N (Obr. 20). Sucet |[KN| + |[NS| < 15. Pre€o?
S

K N
Obr. 20 Had dizky 15, K je hlava, S je koniec chvosta, N leZi niekde na tele hada.
(b) Predpokladajme, ze had pod prikryvkou prechadza bodmi A a B. Priamka [

predstavuje hranicu prikryvky. Jednotlivé rozmery su dané na obrazku 21. Méze had
naozaj lezat tak, Ze leZi pri okraji prikryvky?
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Obr. 21 Had dizky 15 cm prechadza bodmi A a B; [ je hranica prikryvky.

Pomédcka: vytvorte obraz bodu B a obraz &asti tela hada od bodu C po bod B v osovej
sumernosti podla priamky (.

Budeme uvaZovat o lubovolnej pozicii hada, ale obmedzime tvar prikryvky: prikryvka je
vytvorena z dvoch rovnostrannych trojuholnikov, ktoré maju vysku 7,5 cm (Obr. 22).

/ > ~
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Obr. 22 Prikryvka z dvoch rovnostrannych trojuholnikov.
(c) Vypoditajte obsah prikryvky na Obr. 22.

Stratégia pozicie (pozrite si obrazky 23 a 24): umiestnime hada so stredom M na
uhloprie¢ku kosostvorca (prikryvky) BD tak, ze Cast tela s chvostom MS sa dotyka strany
kosostvorca (prikryvky) BC. Posuvajme teraz bod M smerom dolu a zaroven ota€ajme hada
okolo bodu M (tak, Ze Cast tela s chvostom sa stale dotyka strany BC) az kym sa Cast tela
s hlavou KM dotkne strany AB (Obr. 24). V krajnom pripade bod M splynie s bodom B.

D D

Obr. 23 Obr. 24
(d) Ukazte, ze had bude vzdy schovany.

(e) (Specialne) MdZete nejaku &ast prikryvky odstrihnit?
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Zaverecné zadanie

ZavereCné zadanie, ktorému by ste mali venovat celu druha polovicu dneSného dna, je
nasledovné: Navrhnite najmensiu moznu prikryvku pre hada, ktory ma dizku 15 cm. Pouzite
zakladny pristup k rieSeniu problému, ktory sme uz uviedli.

Zakladny pristup

Vyberte si typ hada a tvar prikryvky, ktorymi sa budete dalej zaoberat.
Experimentujte.

Opiste stratégiu pozicie pre vSetky mozné pozicie hada.

Najdite prislusny minimalny obsah prikryvky.

Vysvetlite, Ze vSetky pozicie hada je mozné prikryt prikryvkou na zaklade stratégie
pozicie, ktoru ste opisali v C.

Odstrihnite z prikryvky kusky ale tak, Ze prikryvka bude stale vyhovovat
podmienkam problému.

moowz>

n

Uvedené kroky popiste vo svojej sprave. Nemusite sa v pisani obmedzovat tak, ako je to
navrhnuté v bode A. Délezité je, aby ste zrozumitelne sformulovali stratégiu pozicie a aby
ste svoje Uvahy jasne vysvetlili. Na druhej strane, ak sa vam udaj v bode D neda presne
vypocitat, mdzete uviest spolahlivy odhad. Ak vase zdévodnenie v bode E nie je uplne
vyCerpavajuce, mbzete opisat, ktoré intuitivne uvahy ste vyuZili a ako znie vasa hypotéza.
Na skumanie problému mézete vyuzit’ softvér GeoGebra alebo podobny softvér.
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