


Matematicky B-den ZADANIE 2017

Uvod
O zadani Matematicky B-den
Ludia (vratene teba) sa radi zaoberaju Struktdrami a ornamentmi. Matematika toho

o vzoroch a ornamentoch vie ovela viac. DnesSné zadanie sa zaobera jednoduchymi
postupmi, ktoré vedu k nadhernym obrazkom. Budeme ich nazyvat Sipové hodiny a priamky.

Podte s nami objavovat’ vzory a Struktury.

Ako si rozvrhnut €as dnesného dia

Zadanie dneSného Matematického B-dna obsahuje zakladné zadanie, bonusové zadanie

a hlavné zadanie. Pokuste sa hlavnému zadaniu venovat priblizne polovicu ¢asu. V hlavnom
zadani najdete otvorené problémy, ktoré vas povedu k objavovaniu a skumaniu.
Experimentujte, formulujte otazky, objavujte vzory a vysvetlujte ich vlastnosti. Kazdy vzor
(skupina vzorov) ma vlastny pribeh.

RieSenie, vo forme pisomnej spravy, musi byt odovzdané najneskér o 16:00 hodine. Dobre
si premyslite, ako budete hospodarit s Casom a rozdelte si rieSenie uloh v skupine. Bude
velmi rozumneé, ak si pisanie zaverec€nej spravy, vratane vSetkych potrebnych detailov a
vysvetleni, nenechate az na popoludnie.

Co musite odovzdat?

Na konci dha odovzdate pisomnu spravu, vase rieSenie. V sprave opiSete vysledky rieSeni
uloh zo zadania, predovSetkym vysledky uloh z hlavného zadania. Vyjadrujte sa
zrozumitelne a Citatelne, zrozumitelne opiSte svoje rieSenia vlastnymi slovami.

Niekolko tipov:

- Piste zrozumitelne a jasne: vase rieSenia by mali byt zrozumitelné aj takému
Citatelovi, ktory nepozna zadanie Matematického B-dna. Zaroven sa predpoklada, ze
kazdy, kto bude vase rieSenia Citat, sa v matematike vyzna. Neodvolavajte sa vo
vasich rieSeniach na zadanie, ale dostatoCne presne opiste problém a jeho rieSenie.



-V opise rieSeni problémov, pri zavadzani vlastnych pojmov, pri vysvetfovani a
objasfiovani rieSenia pouzivajte vzdy matematickd argumentaciu. Jasna
matematicka argumentacia, struénost a spravnost vo vyjadrovani bude vasou velkou
vyhodou!

- Na ilustraciu svojich rieSeni pouZivajte o najviac obrazkov. Obrazky mdZzete do textu
vkladat ako snimky obrazovky (screenshot), ale na kreslenie mézete tiez vyuzit
pravitko a kruzidlo.

- Naplanujte si ¢as na rieSenie rozumne, rieSenia jednotlivych uloh si v skupine
podelte.

Pri hodnoteni bude kladeny rovnaky déraz na matematicky obsah jednotlivych rieSeni i na
spbsob, ako jasne a zrozumitelne je vasa sprava s rieSeniami napisana.



Zakladné zadanie

Zadanie 1 Hodiny
Na obrazku 1 su tradiéné hodiny. Ku kazdej celej hodine je priradeny (¢erveny) bod. Sipky
smeruju od kazdej celej hodiny k hodine (Cislu hodiny), ktora nastane o 4 hodiny.

Obrazok 1

Na obrazku 1 vidite Styri rovnostranné trojuholniky s vrcholmi v (Eervenych) bodoch, ktoré
lezia v Cislach celych hodin na ciferniku.

@ Nakreslite podobny obrazok: Sipky budu viest od kazdej hodiny k hodine, ktora
nastane o 9 hodin neskér. Co vidite?

Typ hodin z obrazku 1 budeme nazyvat Sipové hodiny. Oboznamili sme sa so Sipovymi
hodinami, na ktorych Sipky spajali hodiny o0 4 a 0 9 hodin neskér. V oboch pripadoch Sipky
tvorili hviezdicovité rovinné utvary a Cervenymi vrcholmi (bodkami) a modrymi stranami
(Sipkami). Ako budu vyzerat’ Sipové hodiny, ak budid smerovat k hodine (bodu, &islu) o b
hodin neskér, pre b = 1,2,3,4,5,...,10 az 11?

Existuju pripady, v ktorych sa utvar da nakreslit jednym tahom, napriklad ak b =5,
dostaneme hviezdu na obrazku 2.

Obrazok 2 Dvanastcipa hviezda



(b) Zistite, aké typy rovinnych utvarov sa vytvoria, ak Sipky budu spajat’ vrcholy pre
rézne hodnoty hodin (o b hodin neskér, pre b od 1 po 11). Zistite tiez, kolko
réznych typov utvarov dostaneme. Pri kresleni si mézete poméct pripojenym
pracovnym listom.

Predstavme si, ze existuje planéta, na ktorej je cifernik hodin rozdeleny nie na 12, ale na 15
celych hodin. RieSte podobnu ulohu ako v Casti (b): Pre ktoré hodnoty b tvoria Sipky viac ako
jeden Utvar s (Servenymi) vrcholmi v celych hodinach? Uvaha vedie k najvadsiemu
spolo¢nému delitefovi b a Cisla 15.

(©) Vysvetlite.

(d) Najdite hodiny (iné ako hodiny s 12 alebo 15 hodinovym cifernikom), ktoré maju
iba jeden utvar pre vSetky hodnoty b.

Modularna aritmetika
Na obrazku 1 su hodiny s 12 hodinovym cifernikom a so Sipkami, ktoré mdéZzeme zapisat’
1-5,2-6,3-7, .. atd.. VSeobecne, Sipky spifiaju predpis:

x - x+4,
s jednou ddlezitou poznamkou: po 12-tej hodine mdzeme znovu zacCat od 1. Plati:
9-131,10 - 142, ... atd. ZapiSeme: 13 =1 (mod 12), 14 = 2 (mod 12) atd.
Inak povedané a = b (mod 12), ak rozdiel Cisla a a Cisla b je nasobok Cisla 12. Napriklad,
38 =14 (mod 12) a 100 = 28 (mod 12), ale tieZ 7 = -5 (mod 12) a —11 = 49 (mod 12).

Mo6zeme si to predstavit tak, Ze okolo cifernika hodin ovijame Ciselnu os (Obrazok 3).
Cisla -17, -5, 7, 19, 31, ..., sa zobrazia do Cisla 7, plati, ze ¢isla -17, -5, 7, 19, 31 maju
rovnaku hodnotu modulo 12.
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Obrazok 3

Skratka “mod” znamena “modulo” a aritmetika, v ktorej sa pouziva, sa nazyva “modularna
aritmetika”.
Sucet 92(mod 12) + 74 (mod 12) vypocitame ako 8 + 2 = 10 (mod 12),
pretoze 92 = 8 (mod 12) a 74 = 2 (mod 12).
Plati to i pre nasobenie 92-74=8-2 =16 = 4 (mod 12).
Pozor: pravidlo nemusi platit pre delenie!
Je zrejmé, ze v modularnej aritmetike mézeme pracovat i s inymi Cislami, nie iba s Cislom
12 ako s modulo zakladom.




Zadanie 2 Rovnica rovinného utvaru
V zadani 1 ste hladali pravidlo pre predpis

x> x+b,
kde b je celé Cislo. V pripade rovnostranného trojuholnika platilo:
x—>x+b—->x+2b—-x+3b.
Posledna Sipka sa vratila do prvého bodu, o mézeme zapisat x + 3b = x (mod 12). Ak od
oboch stran od¢itame x, dostaneme rovnicu 3b = 0 (mod 12).

Rovnica 3b = 0 (mod 12) znamena, ze 3b a 0 sa od seba liSia o nasobok 12. Mézeme
pisat

3b =0+ 12k,

kde k je celé Cislo. Rovnicu vydelime €islom tri a dostaneme

b = 4k.
To znamena, Zze b je nasobok Cisla 4, alebo inak
b=...,—8,—-4,04,8, ..

Zaver:. pre uvedené hodnoty b dostaneme rovnostranny rojuholnik ... s vynimkou 0.
(@ Pre¢o sme nasli rieSenie b = 0, ale nenajdeme trojuholnik?

Analogickym postupom mozZete zistit, pre ktoré hodnoty b predpis x — x + b vedie k
pravidelnému patuholniku na ciferniku hodin, ktoré maju 15 hodin.

(b) Zapiste rovnicu; vysvetlite, na zaklade ¢oho ste rovnicu zostavili; rovnicu vyrieste.

Zadanie 3 Pravidla
Sipky na hodinach mézeme kreslit podla réznych pravidiel, napriklad: x — 2x + 5. Kedze
plati 12 = 0 (mod 12), méZeme Cislo 12 na ciferniku nahradit’ €islom 0.

Obrazok 4

Sluc¢ka na Cisle 7 znazornuje, Ze Cislo je spojené so sebou samym.

(@) Nakreslite Sipové hodiny pre pravidlo x — 3x + 2 na hodinach, ktoré maju cifernik
rozdeleny na 12 hodin.



Obrazok 5

(b) Napiste pravidlo v tvare x —... pre hodiny na obrazku 5.
A teraz otocte vSetky Sipky hodin na obrazku 5 o 60° v smere hodinovych ruciCiek.
(© Aké pravidlo plati teraz?

Zadanie Matematického B-dia sa zaobera Sipovymi hodinami, ktoré su podobné Sipovym
hodinam z predchadzajucich zadani.

Doteraz ste rieSili ulohy s hodinami, ktoré mali cifernik rozdeleny na 12 alebo na 15 hodin,
ale dalej sa uz nebudeme obmedzovat konkrétnym €islom. Na oznacenie Cisla, ktoré
predstavuje rozdelenie cifernika pouzijeme premennu n .

Zadanie 4 Ciefové body
Na obrazku 6 vidite pekne symetrické Sipové hodiny pre n = 17. UrCite ste si tiez vSimli, Ze
z obrazka 6 je tiez vynechany cifernik. Pravidlo pre Sipové hodiny na obrazku 6 ma predpis:

x = 4x.
Q

Obrazok 6
Bod, v ktorom Sipka konéi, sa nazyva ciefovy bod.

Bod, z ktorého Sipka vychadza, sa nazyva pociato¢ny bod.



(a) Vypoltom dokazte, Ze kazdy bod je cielovy bod, ak plati predpis: x — 4x pre
n=17.

Ako to vysvetlite? Skumajme dalej: Su vietky body ciefové alebo nie?
(b) Ak plati predpis: x - 2x pre n = 12, preco 1 nie je cielovy bod?
(c) Kolko Sipov vedie do kazdého cielového bodu, ak plati predpis: x — 2x pre
n =127
Predpis x — 4x pre n = 15 ma cielovy bod 1, pretoze 4 - 1.
(d) VyuzZite 4 —» 1 na to, aby ste rychlo nasli pociatocné body pre Sipky s cielovymi

bodmi 2, 3, 4,..., 14.

(e) PouzZite tu istu metddu a zostavte rovnicu, pomocou ktorej sa da najst pociato¢ny
bod pre kazdy cielovy bod 1, 2, 3,...,44; ak x — 4x pre n = 45.

Zdbvodriovanie o Sipovych hodinach bude jednoduchS$ie, ak si pom&zeme vybranymi
poznatkami z tedrie Cisel.

Budeme hovorit, Ze Cislo a a €islo n su nesudelitelné, ak ich jediny spolo¢ny
delitel je €islo 1 (inymi slovami, ich najvacési spolocny delitel je Cislo 1,
zapiseme NSD(a,n) = 1).

V uvedenom pripade rovnica ax =1 (modn)

ma prave jedno rieSenie modulo n.

BlizSie poznatky o uvedenych vlastnostiach najdete v extra zadani.

Napriklad: Cislo 9 a &islo 14 su nesudelitelné; rovnica 9 x = 1 (mod 14) ma rieSenie x = 11 a
to je jediné rieSenie modulo 14, pretoze 9-11=99=1+7-14 =1 (mod 14). Ak vas to
zaujima, mozete si pomerne jednoducho overit, Ze iné rieSenie pre x neexistuje.

) Rieste: 4x = 1 (mod 9).
Pozrime sa teraz na v8eobecny pripad: pravidlo x — ax a hodiny su rozdelené na n hodin.

(9) Na zaklade predchadzajucich poznatkov z tedrie Cisel vysvetlite, dokazte, Ze
plati: Kazdé Cislo je ciefovy bod, ak €islo a a Cislo n su nesudelitelné.

Zadanie 5 Aplikacia Geogebra

Chodte na stranku https://www.geogebra.org/m/YTvZxSnf. Najdite na nej online aplikaciu
vytvorenu v GeoGebre. Aplikaciu mézete vyuzZit na skumanie Sipovych hodin s réznymi
pravidlami.
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Obrazok 7

Na zmenu hodnét parametrov pouzite posuvniky vfavo hore. VyskuSajte si posuvniky. VIavo
dolu si mézete zvolit' typ Ciar: Sipky, usecky, priamky, ktoré prechadzaju bodmi na ciferniku.

V okne pre zadanie predpisu mbézete zapisovat lubovolné predpisy. NapiSte, napriklad, x"2

alebo x"3+b. Po zadani predpisu stlacte enter. Pamatajte, Ze vysledkom predpisu musi byt

vzdy celé Cislo. V predpise mbzete vyuzit parametre a a b, ale musite ich zapisat oddelene
od premennej x; napriklad “a x” alebo “a*x”, nikdy nie “ax”.

Ak mate softvér GeoGebra nainstalovany vo svojom pocitaci, s aplikaciou mozete pracovat
aj offline. Stiahnite si .ggb-file cez https://www.geogebra.org/materials/. Nazov suboru je
“Sipové hodiny’.



https://www.geogebra.org/materials/
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Obrazok 8

Kliknite na tri malé krizky a nasledne vyberte moznost “Stiahnut” (obr.8). Potom otvorte
subor vo formate ggb pomocou GeoGebry vo vasom pocitaci. Subor pravdepodobne najdte
vo svojom pocitaci v adresari “Prevzaté subory”. Ak budete s aplikaciou pracovat offline, na
vkladanie novych predpisov pouzivajte dolné okno/riadok softvéru GeoGebra. Vkladanie
predpisu zacnite vyrazom “f(x)=".
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Zadanie 6 Priamky

Namiesto Sipok mdzeme kreslit’ aj priamky. Pozrite si nasledujuci obrazok 9 pre predpis
x —» 5x an = 16. Obrazok hodin vpravo, s priamkami namiesto Sipok, budeme nazyvat
priamkoveé hodiny.

Q

O 7
Obrazok 9

Tam, kde su na Sipovych hodinach slu¢ky, na priamkovych hodinach su doty¢nice ku
kruznici vdanom bode. (Preco je to s tou doty&nicou dobry napad?)

Na obrazku 9 je vidiet niekofko dvojic rovnobeznych priamok. V zadani nasledujucej ulohy
sa pokusime vysvetlit, pre€o je to tak.

Pozrite si obrazok 10.
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Obrazok 10

Priamky AB a CD su rovnobezné.

(a) PreCo dokazete rychlo zistit, aké hodnoty musia mat Cisla 4, B, C, D; ak plati, ze
priamky AB a CD su rovnobezné? VSeobecnejSie: existuje rovnica pre A,B, C, D;
ktora presne stanovuje predpis pre rovnobezné priamky AB a CD. Ngjdite tu
rovnicu.

11



(b) Pouzite vysledok z Casti (a) pre predpis x — 5x a n = 16. DokaZete najst’ vietky
dvojice rovnobeznych priamok?

(© Vyuzitim vysledku z Casti (a), zdévodnite, pre ktoré hodnoty n dokazeme najst
dvojice rovnobeznych priamok, ak plati predpis: x — 5x.

(d) Vysvetlite, pre€o rovnica, ktoru ste nasli v ¢asti (a), ur€uje rovnobezné priamky.

Zadanie 7
V zadani 3 ste sa zoberali hodinami na obrazku 11.

Q Q

!

1'

O O

Obrazok 11 Obrazok 12

Hodiny na obrazku 11 maju Styri slu¢ky. Hodiny na obrazku 12, ktoré maju dve slucky, boli
vytvorené podla toho istého predpisu, ale pre n = 14.

(a) Skumaijte predpis tvaru x — ax; uvazujte o réznych hodnotach a a n. Ngjdite
predpis/rovnicu, v ktorej bude pocet sluciek funkciou a a n.

(b) Vysvetlite predpis/rovnicu z (a).

Zadanie 8
(a) Experimentujte s réznymi hodnotami n pre pravidlo x —» x3 a zapiste si, ¢o
zaujimavé ste objavili.
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Obrazok 13

Mozno ste si v8imli, Ze vSetky Sipové hodiny su sumerné podla zvislej osi sumernosti, ktora
prechadza stredom hodin (stredom cifernika).

(@)

(b)

(c)

Vysvetlite, preGo su 3ipové hodiny vytvorené na zaklade predpisu x — x3
sumerné podla zvislej osi sumernosti pre vSetky hodnoty n.

Najdite iné predpisy, na zaklade ktorych su Sipové hodiny sumerné podla zvislej
osi sumernosti, ktora prechadza ich stredom. Vysvetlite matematické pravidla pre
uvedenu osovu sumernost.

Napiste predpis, na zaklade ktorého budu Sipové hodiny osovo sumerné pre
niektoré hodnoty n, ale pre dalSie hodnoty n nebude osova sumernost platit.
Vysvetlite matematické pravidla pre uvedenu vlastnost.

Bonusové zadanie
Veta: Ak NSD(a,n) = 1, potom rovnica

ax =1 (modn)

ma prave jedno rieSenie modulo n.
Vetu dokazete, ak vysvetlite, preCo na zaklade zmeny hodnoty x od O pon — 1 vyraz ax
nadobuda kazdu z hodnét od 0 po n — 1 modulo n prave raz.

(@)

Co vyplyva z vety pre nasledujuci vztah?

Predpokladajme, ze

ax; = ax, (mod n)

pre dve celé Cisla x; a x,.

(b)

(c)
(d)

Vysvetlite, Co vyplyva z vety pre rovnost
a(x;—xy)=k-n,
kde k je celé Cislo.
Na zaklade predchadzajucich vztahov odvodte, Zze n deli rozdiel x; — x5.

Dokazte vetu.
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Hlavné zadanie

Ak si zvolite rézne hodnoty pre posuvniky a tiez rézne predpisy, pomocou aplikacie
v GeoGebre nakreslite estetické a zaujimavé obrazky Sipovych a priamkovych hodin.

Pozrite sa na pekné obrazky blizsie.

o OpiSte, aké geometrické vlastnosti a prvky ste objavili: uvazujte o vzajomnych
polohach priamok a Sipok; osovej sumernosti alebo sumernosti na zaklade otacania;
vSimnite si dotyCnice (a ich pocet); vS§imnite si slu¢ky (a ich pocet); vSimnite si
mnohouholniky, ...

o Hradajte pravidla. Napriklad: Ak n je nasobok Cisla tri, potom ...

o Vysvetlite vzory/pravidla/predpisy, napriklad pomocou vlastnosti delitefnosti celych
Cisel.

Nemusite riesit vSetky tri vySSie uvedené kroky sucasne. MdzZete sa venovat, napriklad,
pomenovavaniu peknych obrazkov, ktoré vytvorite. Alebo opisujte vzory bez podrobného
vysvetlovania.

Odporu¢ame vam zacat predpisom f(x) = a x + b. Uz tento predpis sam vedie k velkému
poctu zaujimavych objavov. Nasledne mozete hladat vlastnosti predpisov tvaru f(x) = ax
alebo f(x) = a x? alebo si zvolit komplikovanejsie predpisy a hladat ich vlastnosti.

2

Zdroje

Hodiny: https://www.dobre-napady.sk/pre-skolakov/pracovne-listy/hodiny
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Pracovny list
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