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Uvod

Zadania uloh dneSného dia, ktory ma nazov: Matematicky B-den, tvoria hry pre dvoch hracov. Su
to hry, v ktorych sa nahoda, ako napriklad v hrach spojenych s hodom kockou, vébec nevyskytuje.
Pravidla kazdej hry su podrobne vysvetlené; v kazdej situacii hry je jasne stanovené, aké su
moznosti tahu hraca. Hraci sa v jednotlivych tahoch striedaju a hra€ neméze svoj tah vynechat.
Prehrava ten hrag, ktory je na tahu, ale tah sa neda uskutoCnit. Kazdy hra¢ v8ak chce vyhrat.
Preto v tlohach budete hladat spbésob, postup, ako, pri dodrzani stanovenych pravidiel hry, vyhrat.
Budete tiez analyzovat postup takych tahov, ktoré umoZznia hracovi vyhrat. Takyto postup sa vola
“vyherna stratégia’.

Struktura zadania

Prva ¢ast’

Predstavime si Styri hry. Ich cielom je, aby ste ziskali poznatky a zru¢nosti v tom, ako hladat
vyhernu stratégiu. Ak ste vo vasej skupine Styria, mézete si kazdu hru zahrat niekoflkokrat
vo dvojiciach. Po kazdej hre si porovnajte svoje postupy, stratégie a porozpravajte sa o vysledku.
Zadania uloh, opis hier, je v prvej €asti textu oznacny bodkou (¢). Poméze vam to orientovat’ sa
v texte. RieSenia uloh, teda vyherné stratégie hier z prvej ¢asti, napiste do zavere¢ného riesenia.
Druha éast’

V druhej Casti najdete niekolko teoretickych poznatkov o réznych hrach. Pokuste sa aplikovat
teoretické poznatky na hry, s ktorymi ste sa oboznamili v prvej €asti. Metdéda rieSenia uloh,
popisana v druhej Casti, sa nazyva Cesta naspéat’ (anglicky: Back-tracking). Postup spatnej
rekonstrukcie tahov smerom od zavere¢nej situacie k vychodiskovej situacii, byva pri hfadani
vyhernej stratégie velmi uZito¢ny. To, €o v tejto Casti o vyhernych stratégiach odhalite, popiste
vo vasom zavere¢nom rieSeni.

Tretia €ast’

V tejto Casti budete detailne analyzovat jednu hru. Pri analyze stratégii pouZijete Specialne
pripraveny subor v Exceli. Tento subor vykona za vas vela uZitoCnych, ale nudnych vypoctov.
Vysledky vypoctov ziskané v Exceli vam pomozu pri hfadani rieSenia, ktoré tieZ opiSete do vasho
zavereéného rieSenia.

Zaverecéné zadanie

Na zaver si budete musiet’ vybrat' medzi hibSou analyzou niektorej hry z tretej Casti alebo analyzou
naroc¢nejSieho zadania jednej z hier z prvej a druhej Casti. Otazky, na ktoré budete hladat
odpovede, su znovu oznacené bodkou (). Otazky a odpovede, ktorymi budete na ne odpovedat,
tvoria podstatu vasho vyskumu.

Vystup

Vystupom vasej Cinnosti je zavere¢né rieSenie, ktoré tvori popis rieSeni, ktoré ste ziskali ako
odpovede na polozené otazky. Popis musi byt zrozumitelny pre Citatela, ktory nepozna zadania.
To znamena, ze znenie uloh &i problémov a vase rieSenia musia byt popisané dostato¢ne detailne
a Citatelne. Prirodzene, Ze vo vaSom popise mbzete vyuzit (citovat) text jednotlivych zadani. Bude
ale vhodnejSie, ak popis rieSeni, ktory odovzdate, bude opisovat vase uvahy, vratane zdévodneni,
pri ktorych vyuZijete formulacie vaSich uvah zo v8etkych €asti pdvodného zadania.

Dokument, ktory odovzate, by sa mal dat dobre kopirovat. Ak bude obsahovat Casti pisané rukou,
pouzite na pisanie pero s €iernou naplfou.

Ako by mal byt rozdeleny €as medzi 9:00 a 17:00

9-10h Prva €ast’: Zahrajte si hry a snazte sa hrat’ ¢o najlepSie.
10-11h Druha ¢€ast’: Dbkladne sa oboznamte s stratégiou “Cesta naspat” a s tym,
ako ju najvystiznejSie popisat.
11-12:30h Tretia ¢ast’: Skumaijte s Excelom.
12:30-13:30 h Spoloény obed.
13:30-17:00 h Rieste zavere¢né zadanie a piSte vystup vasej prace — popis rieSeni.
Rada: Nezabudnite na prestavky na obcCerstvenie a dodrzZiavajte pitny rezim.

Dobru zabavu a vela Stastia!



Prva éast: Styri hry pre dvoch hraéov

Predstavime Styri hry pre dvoch hracov. Zahrajte si tieto hry a pokuste sa odhalit vyherné
stratégie.

Hra 1: Hra (1,2,3)

Pombcky: Zapalky alebo podobné predmety.

Priprava hry: Na stole leZi na kbpke urcity, vopred dany, pocet zapaliek, napriklad 17.
Pravidla hry: Tah spoéiva v odobrati 1, 2 alebo 3 zapaliek z kbpky na stole.

Hraci sa v tahoch striedaja.
Hradi sa striedaju aj v tom, kto je prvy na tahu v novej hre.
Vyhra/prehra: Prehrava hrac, ktory nembze uskutoCnit svoj tah.

V kazdom tahu je z képky odobrata najmenej jedna zapalka. Na konci hry jeden z hracov
prehrava; po kazdom tahu je na kbpke menej zapaliek, takZze nastane moment, ked sa nebude dat
z kdpky odobrat Ziadna zapalka.

e Zahrajte si hru niekolkokrat. Zac¢nite aj s inym, niz§im po¢tom zapaliek, na zacCiatku hry. Hrajte
dovtedy, kym neodhalite taku postupnost’ tahov, ktora vas privedie k vyhre a zistite, ako je
potrebné tahat, aby bola vyhra zaru€¢ena za kazdych okolnosti.

Uvazujte nad tym, kolko zapaliek by malo byt na zaciatku hry v kdpke, aby prvy hra¢ hru nikdy
nevyhral, nech hra akokolvek dobre. Predpokladame, Ze druhy hra¢ nerobi chyby, hra
optimalne.

Cielom hry a utloh k nej patriacich je odhalit, aky ma byt pocet zapaliek na zacCiatku hry, aby, bez
ohladu na to, ako dobre hra druhy hrad, prvy hra¢ vzdy vyhral. Na druhej strane je potrebné zistit,
Ci existuje taky pocet zapaliek na zaciatku hry, pri ktorom vZdy vyhra druhy hrac.

Sposob, ktory opisuje ako sa hra hra, teda postupnost jednotlivych tahov obidvoch hracov, z
ktorych vzdy jeden vyhra, sa nazyva STRATEGIA.

Variant hry 1: Hra (3, 4)

« Premyslite si vyhernu stratégiu, ak sa v hre budu odoberat’ v kazdom tahu 3 alebo 4 zapalky
a na zaciatku bude na kdpke 65 zapaliek.

Hra 2: Obmedzeny pohyb krala na Sachovnici

Pomabcky: Sachovnica alebo (lepsie) Stvoréekovany papier a $achova figurka, krél.
Namiesto krala mézete pouZzit mincu, gombik alebo iny vhodny predmet.

Priprava hry: PolozZte krala na lubovolny Stvoréek. To je zaciatok hry.

Pravidla hry: Tah krélom méze byt iba o jeden Stvoréek hore, vliavo alebo vliavo hore

po diagonéle.
Hradi, sediaci na tej istej strane Sachovnice resp. Stvoréekového papiera, sa
v tahoch kralom striedaju.
Hradi sa striedaju aj v tom, kto je prvy na tahu v noveyj hre.
Vyhra/prehra: Prehréva hrac, ktory nemé6ze uskutocnit’ svoj tah.

Tah kralom je obmedzeny. Neméze sa povolené tahy
pohybovat ani smerom doprava ani
smerom dolu. Nakoniec dosiahne %
poziciu v favom hornom  rohu

Sachovnice a nebude mozné uskutoénit
ziaden dalSi tah.




Pokuste sa presne urc€it, ktoré vychodzie pozicie na Sachovnici umoZznia vyhrat hracovi, ktory je
prvy na tahu bez ohladu na to, ako dobre hra druhy hra¢. Naopak, ktoré vychodzie pozicie zarucia
vitazstvo druhému hracovi bez ohladu na to, ako dobre hra prvy hrag.

e Pokuste sa najst’ pozicie, ktoré vedu vzdy k vyhre a pozicie, ktoré vedu vzdy k prehre.

Hra 3. Jednosmerna hra s bicyklom

V tejto hre hraci posuvaju po drahe bicykel z jedného
miesta na druhé. Bicykel Startuje z vyznaceného
Startovacieho miesta a pohybuje sa po Sipkach z bodu do
bodu. Pozor! Cesty vyznaCené Sipkami su iba
jednosmerné! Prehrava ten hrac, ktory neméze ist dalej.

e MozZe hru vyhrat hrac, ktory je na tahu prvy?

Hra 4. Prerezavanie stromov

Tato hra sa tyka prerezavania stromov. Strom tvoria
vetvicky a uzly. Vetvicka za¢ina a konéi uzlom.
V niektorych uzloch sa vetviCky rozkonaruju. Na obrazku
vpravo je priklad zahrady s dvoma stromami. Vidite jednu
vetvu (kmen stromu), ktorou prudia Ziviny zo zeme k uzlu,
v ktorom sa strom rozkonaruje. Tah sa sklada z rezania
(prerezania) vetvicky priamo nad uzlom, kde vetvicka
zaCina. Mbézete odrezat aj kmen stromu priamo nad zemou. Alebo stromu napravo je mozné
odrezat celu pravu €ast nad druhym uzlom nad zemou.

Pombcky: Ceruzka a papier

Priprava hry: Nakreslite si zahradu s niekolkymi stromami.

Pravidla hry: Tahom je prerezanie vetvicky spolu so vdetkym, ¢o je k vetvicke
pripojené.

Hraci sa v tahoch kralom striedaju.
Hradi sa striedaju aj v tom, kto je prvy na tahu v novej hre.
Vyhra/prehra: Prehrava hrac, ktory neméze uskutoCnit svoj tah.

e Na obrazkoch je pat zahrad. Zahrajte si vo dvojiciach hru o prerezavani stromov, ktoré rastu
v tychto piatich zahradach.

V piatej zahrade (zahrada v druhom riadku vpravo) musite byt velmi vynaliezavi! V prvom tahu
odrezte vetviCku, ktora vychadza z druhého uzla od zeme na druhom strome zlava.
Mézete si byt isti, ze tymto prvym tahom vyhrate celu hru!
e Preco si mdzete byt tym isti? Aku stratégiu pouzijete?
e Velmi naro¢né! (tuto ulohu mézete vynechat): kazdym inym prvym tahom vyhra vas super.
Plati to vzdy?



Druha ¢ast’. Nestranné hry; teéria

A Vyhra stratégiou “cesta spat” s 0 a1
Budeme sa zaoberat stratégiami, ktoré ste pravdepodobne pouzili pri hrani hier v prvej Casti.
Uvedieme najskér niekolko teoretickych poznamok.

Pozrime sa blizSie na hru (1, 2, 3).

Pravdepodobne ste odhalili vitaznu stratégiu pre hru (1, 2, 3). Ak nie, odhalite ju teraz!

Po kazdom tahu prvého hraca, zostava na kopke taky pocet zapaliek, ktory je delitefny Cislom
Styri. V prvom tahu, ak hra zagina s poCtom zapaliek 17, odoberie prvy hra¢ jednu zapalku;
zostane 16 zapaliek. Je zrejmé, Ze druhy hra¢ neméze odobrat taky pocéet zapaliek, Ze po jeho
tahu znova zostane na kdpke pocet zapaliek delitefny Styrmi. Ale prvy hraé¢ svojim tahom znovu
upravi podet zapaliek na kopke tak, aby bol delitelny Styrmi. CiZze ak druhy hrag odoberie 3 alebo 2
alebo 1 zapalku, prvy hra¢ odpoveda tahom: 1, 2 alebo 3 zapalky. Pocet zapaliek na kbépke
po kazdom tahu prvého hraca je 16, 12, 8,4 a 0.

1. Hramehru(l,2,3,4,5,6,7, 8,9, 10), a na képke je 1 000 zapaliek.
a. Aky tah musi urobit prvy hrag, aby si bol isty svojim vitazstvom?
b. Po kofkych tahoch sa hra skonéi, ak prvy hra¢ hra spravne, &ize dodrziava vyhernu
stratégiu?
c. Mdze prvy hrac¢ vyhrat, ak pociato¢ny pocet zapaliek je 3747
Predpoklame, Ze obaja hraci dodrzZiavaju optimalnu stratégiu.

Cesta naspit’: Prehrajme si hru 1 od konca

Ako je mozZné odhalit’ vitaznu stratégiu prvej hry, ktord spoiva v nasobkoch cisla Styri?
Nepochybne mdzeme uvazovat nasledovne. Na zaver hry je na stole 0 zapaliek. Hrac, ktory je
v tomto momente na tahu, prehrava. Ak chcem vyhrat, musia pred mojim poslednym tahom zostat
na stole jedna, dve alebo tri zapalky. To znamena, Ze hrac, ktory je na tahu ked su na stole Styri
zapalky, prehrava, pretoze po jeho tahu zostane na stole jedna, dve alebo tri zapalky. Ak je
na stole pred mojim tahom 5, 6 alebo 7 zapaliek, vyhram! PretoZze necham superovi po mojom
tahu na stole Styri zapalky. To znamena, Ze hrac, ktory je na tahu, ked je na stole osem zapaliek

a tak dalej.

O tom ako sa hra vyvijala podla jednotlivych tahov sme premyslali spatne.

Tato stratégia sa nazyva CESTA NASPAT. Pomocou stratégie cesta naspét sa daju velmi vhodne
analyzovat hry z prvej €asti zadania, ale aj nachadzat stratégie inych hier.

Pozicia vitaza a porazeného

V tedrii hier, ktorymi sa zaoberame, mdzeme popisat herné pozicie. Su to situacie v ktorych sa hra
poCas hrania nachadza. V hre (1, 2, 3) je poziciou pocet zapaliek, ktoré zostavaju na stole.
V druhej hre (Jednosmerna hra) je to miesto, na ktorom sa nachadza bicykel.

Ak sa pocet zapaliek na stole rovna 0, 4, 8, 12, atd. v hre (1, 2, 3) hovorime o poziciach
porazeného. Ak je hra€ na tahu v pozicii porazeného, méze vyhrat iba vtedy, ak super urobi
chybu. Pozicie 1, 2, 3, 5, 6, 7, 9, atd. v hre (1, 2, 3) su pozicie vitaza. Ak je hra¢ na tahu v tychto
poziciach hry a neurobi chybu, jeho super nema zZiadnu $ancu vyhrat.

VSeobecna definicia pozicie vitaza a pozicie porazeného v hrach, ktore

koncia vtedy, ak hrac, ktory je na tahu, uz nemoéze uskutocnit’ svoj tah:

e Pozicia vitaza: existuje aspon jeden ftah, ktorym sa z tejto pozicie
dostane hra do pozicie porazeného.

e Pozicia porazeneho; vSetky tahy z tejto pozicie vedu k poziciam
vitaza.




Uvedomte si, ze niekedy je mozné dostat’ hru z pozicie vitaza do pozicie vitaza, ale hra sa vzdy
aspon raz dostane do pozicie porazeného. Ak svojim tahom hru dostanete do pozicie vitaza,
museli ste urobit velkd chybu. Hra sa vam vymkla spod kontroly a svojou chybou ste umoznili
vitazstvo superovi.

Koédovanie pozicii pomocou 0 a 1.

Ak hru hrame na hracom plane (Jedosmerna hra; Sachovnica) mézeme do planu vyznacit pozicie

pomocou pismen V (vitaz) alebo P (porazeny). V literature z tedrie hier sa ¢asto pozicie oznacuju

1 (pozicie vitaza) alebo 0 (pozicie porazeného).

Ukazme si, ako priklad, ktoré miesta oznacit 1 a ktoré 0 v Jednosmernej hre s bicyklom.

Postupujeme nasledovne:

o Ak Sipka vedie z nejakej pozicie do pozicie 0, potom pévodnu poziciu oznagime 1. Ak
uvazujem ako vitaz, méj super bude musiet byt na tahu, ked je hra v pozicii porazeného.

o Ak z nejakej pozicie vedu vSetky Sipky do pozicie 1, potom bude tato pozicia oznacena 0,
pretoZze nie je mozné, aby sa vas super dostal z pozicie vitaza do pozicie porazeného.

2. Pozrite sa na obrazok vpravo a overte, Ci ste pochopili
oznacovanie pozicii nulami a jednotkami a ¢i dokazete
pouzivat takéto oznaCovanie pozicii v hre. Overte
otazky v bodoch a, b, c.

a. Skontrolujte, i su nuly a jednotky v obrazku zapisané
spravne.

Na pozicii, ktora je oznaena otaznikom (?) bude 1,
pretoze vas super po vaSom tahu taha na poziciu 0
porazeného. Vy mbzete pokracovat aj na poziciu 1, ale

to by nebolo velmi rozumné...

b. Pozicia, ktora vedie k pozicii oznacenej otaznikom bude mat hodnotu 0. Pretoze ak je to
va$a pozicia ......

c. Ak kazdy hra¢ bude pouzivat’ spravnu stratégiu v tejto hre, kto vyhra? Prvy alebo druhy
hrac?

3. Na nasledujucom obrazku je komplikovanejSia jednosmerna hra. Hra mdze skoncit v bode A
alebo v bode B. To su body, ktoré vitaz oznaCuje symbolom 0. Pouzite oznaCenie pomocou
0 a 1 v tomto plane hry. Zvac¢seny plan hry najdete v priloZenom pracovnom liste.

a. Méze hru vyhrat prvy hrac?
b. Ten hrag, ktory prehra, by mal byt v poslednom tahu v pozicii A alebo B. M6zZe hrag, ktory
prehra, ovplyvnit hru tak, aby skongil v pozicii B?




B Trochu viac o nule a jednotke: d'alSie hry

“Obmedzeny pohyb kral'a” je tiez hra, ktorit mézZzeme popisat’ Sipkami!

Vezmime si stred kazdého Stvorca na Sachovnici alebo na Stvro€ekovanom papieri. Z tohto stredu
nakreslime Sipky smerom do stredov tych susednych Stvorcov, ktoré su pravidlami hry povolené
na tah. Z kazdého $tvorca vedu prave tri Sipky, ako je naznadené na obrazku. Sipky v celom
hernom plane by boli neprehfadné. UZitocnejSie bude, ak budeme do jednolivych Stvoréekov
vpisovat nuly a jednotky. Aby sme sa v hernom plane lahSie orientovali, oCislujeme jednotlivé
tvorce (polia herného planu). Stvorcu vfavo hore bude priradené oéislovanie (0, 0). Stvorec
v Siestom stipci zlava a v tretom riadku zhora bude mat &islo (2, 5).

4. Do &asti hracieho pola na obrazku nizsie sme uz vpisali nulu a jednotky. Stvorec (0, 0) je
Stvorec, v ktorom hra konc¢i, z neho neexistuje uz zZiaden tah, preto je oznaceny nulou.
Stvorce (0, 1), (1, 0) a (1, 1) su oznadené jednotkami, pretoze tah z kazdého z nich vedie
do Stvorca (0, 0), teda priamo k vitazstvu. Tieto Stvorce su poziciami vitaza! Zo Stvorca (0, 2)
je, podla pravidiel hry, mozny iba jeden tah, dolava, teda iba do Stvorca (0, 1), ktory je uz

oznacny jednotkou.
ol 1 [ T T
11 1 povolené tahy

a. Pre€o musime Stvorec (0, 2) oznadit' nulou?

b. Pokra¢ujme Stvorom (1, 2). Pre€o musi byt oznaCeneny jednotkou?

c. PokraCujte dalej az kym neodhalite vzorec, pravidlo, ktoré plati na celom hracom plane.
Pokuste sa toto pravidlo (vzorec) vysvetlit.

Tolko priprava, podme hrat! Polozte krala na Stvorec (6, 10).

d. Méze prvy hrac vyhrat z tejto pozicie? Ak ano, aky bude jeho prvy tah?
e. Teraz polozte krala na Stvorec (1020, 389785).
MézZe prvy hra€ vyhrat z tejto pozicie? Ak ano, aky je jeho prvy tah?

Hra s obmedzenym pohybom jazdca. 5
Tato hra pripomina hru s kralom. Povolené tahy jazdcom su v8ak iné. Tahy jazdcom su Sytri
a najdete ich na obrazku na strane 7.

5 Do hracieho pofa su uz vpisané nuly a jednotky.

a. Pokradujte vo vypifiani hracieho pola a zistite, &i vyhra prvy hrag, ak je jazdec polozeny
na oznacny Stvorec a ak predpokladame, Ze prvy hra¢ hra hru dobre.
b. N3ajdite Stvorce, ktoré su poziciami porazeného a oznacte ich v jazyku jednotiek a nul.



povolené tahy
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Hra (3, 4) je tiez jednosmerna hra

OpiSeme hru ktora je inou verziou prvej hry. Nazveme ju hra (3, 4) a ukazeme, ze je to tiez
jednosmerna hra.

Posledna bodka vlfavo na nasledujucom obrazku predstavuje koniec hry, posledné pole hracieho
planu a mala by byt oznacena nulou.

Hraci plan tvori spolu 66 bodiek, ale nepotrebujeme ich mat vSetky nakreslené. PouZili sme

stratégiu “cesta spat” a vidime posledné tahy tejto hry. Niektoré tahy, ktoré je mozné vykonat
Z jednotlivych pozicii, su zakreslené a oznacené Sipkami.

6 a. Vieme, Ze v jednom tahu mézeme odobrat’ iba tri alebo Styri zapalky. Niektoré tahy, ktoré je
mozné uskutoCnit, su zakreslené pomocou Sipok, Doplfite dalSie mozné tahy.

Poziciu vitaza oznacCujeme jednotkou, poziciu porazeného nulou.

V tabulke je opisany zaciatok “cesty spat” tejto hry. ZaCiname z pozicie porazeného,
oznacenej symbolom 0, poCet zapaliek je tiez nula, €ize porazeny, ktory je v tejto pozicii na
tahu, neméze svoj tah uskutocnit.

Pocet zapaliek 0|12 |3]4|5|6|]7]|8]°9
Hodnota (Oalebol) | 0O | O | O | 1| 1

b. V predchadzajucej tabulke su v druhom riadku zapisané jednotky a nuly. Skontrolujte, ¢i su

zapisané spravne. Doplnte tabulku, postupuijte zfava doprava.

c. Opakuje sa postupnost nul a jednotiek v druhom riadku tabulky podla nejakého pravidla?

Ak ano, popiste praviclo, ktoré ste odhalili.

d. Hra zagina s po&tom zapaliek 65. Tah spo&iva v odobrati troch alebo $tyroch zapaliek (je to

hra (3, 4). Vyhra tato hru prvy hrac¢, ak obaja hraci hraju hru dobre (nepomylia sa vo svojom

tahu)?
Diagram, ktory sa sklada z bodiek (vrcholov) a &iar (hran) nazyvame graf. Graf nazyvame
orientovany graf, ak vSetky hrany, ktoré spajaju jednotlivé vrcholy, maju vyznacenu orientaciu
pomocou Sipok. V orientovanych grafoch, s ktorymi sme sa doteraz zaoberali (jednosmerna cesta),
nebolo mozné nikdy sa vratit do vrchola, ktorym sme uz raz presli. Existuju orientované grafy,
v ktorych je mozné vratit sa do vrchola, ktorym sme uz raz presli. Je to akoby vrcholy lezali
na kruznici. V teérii grafov sa taka cesta po vrcholoch v smere orientovanych hran, ktora je
uzavreta, nazyva kruznica. Grafmi s kruznicami sa nebudeme zaoberat, pretoze by sme sa
po kruznici mohli pohybovat dookola donekonec€na a hra by sa nikdy neskondcila.



Cast' 3 Odéitacie hry: experimenty v Exceli

Co sme sa doteraz naudili:

V prvej hre hrag, ktory je na tahu, musi odobrat’ jednu, dve alebo tri zapalky. Nech je na zacliatku
hry je na képke 25 zapaliek.

V tabulke nizSie je v prvom riadku zapisany pocet zapaliek a v druhom riadku pozicia, ktora tomuto
poctu zapaliek v hre zodpoveda. Nulou je oznagena pozicia porazeného, jednotkou pozicia vitaza.
Druhy riadok &itajme zlava, po€et zapaliek 0 predstavuje koniec hry.

Pocet zapaliek 0/1]2|3|4|5|6|7)|8
Hodnota (Oalebol1) |O| 1 |1 |10 |1 ]1]1|0

Tedria vitaznej cesty

Mnozina {1, 2, 3} v hre sa nazyva od¢itacia mnozina hry. Predstavuje tahy hracov povolené
pravidlami hry. PrisluSna postupnost jednotiek a nul sa nazyva vitazna cesta.
Popis vitaznej cesty v tabulke vysSie je jednoduchy a je to zaroven popis vyhernej stratégie, ktora
predstavuje vitaznu cestu pre prvého hraca. Druhy riadok vypiiame zlava, postivame sa 1, 2
alebo 3 kroky zlava doprava po vitaznej ceste. Je to to isté, ako keby sme odoberali jednu, dve
alebo tri zapalky z kdpky na stole.
Vitaz si musi uvedomit, Zze jeho super musi v hre tahat na poziciach oznaenych nulou.
Na vitaznej ceste sa vitaz pohybuje smerom dofava tak, ze po jeho tahu je hra v pozicii
porazeného, v pozicii oznacenej nulou. Hrag¢, ktory prehrava, sa nikdy v tejto situacii neocitne,
pretoze z pozicie nula sa nikdy nedostane do nasledujucej pozicie nula.
Druhy riadok tabulky sa preto sklada z postupnosti za sebou iducich Stvoric: 0111. Hovorime, zZe
dizka opakujucej sa &asti postupnosti je $tyri. Vitaznl cestu takej to hry nazyvame vitazna cesta
s periodou Styri.
Mézeme skumat, aké postupnosti jednotiek a nul (vitazné cesty) patria k odCitacim mnozinam
inych typov. Otazky, ktorymi sa mézeme zaoberat’:

« Aka postupnost tvori vitaznu cestu?

« Existuje vitazna stratégia pre hraca, ktory je na tahu prvy?

7. Pripravné cviéenie.
Precvitte si svoje vedomosti a najdite vitazné cesty pre dané od¢&itacie mnoziny.
Ak odhalite, Ze dana postupnost je periodicka, vyznadte v nej peridédu.

a. {1, 2,3,4} vitaznacesta 0111101... e. {1, 3,4} vitaznacesta .....
b. {1, 2} vitazna cesta f. {2, 3,4} vitazna cesta
c. {1, 3} vitazna cesta  ..... g.{2, 4} vitazna cesta
d. {1, 2, 4} vitazna cesta h. {3, 6} vitazna cesta

8. Odhad s dékazom.
a. Odcitacie mnoziny g a h su podobné odcCitacej dvojici b; g tvoria dvojnasobky a h tvoria
trojnasobky prvkov odCitacej mnoziny b.
To znamena, ze vitazné cesty g a h maju s vitaznou cestou b nie€o spolocné.
Ako mdzeme ngjst vitaznu cestu {4, 8} ak pozname vitaznu cestu {1, 2}?
b. Ak ste si nie este celkom isti svojou odpovedou na predchadzajuce otazky, skuste najst
vitaznu cestu pre inu od¢itaciu mnozinu a jej nasobok. Skuste napriklad e a jej dvojnasobok
{2, 6, 8}.
c. Preskumaijte este niekolko dvojic od¢itacich mnozin. Ak ste si teraz svojim zistenim isti,
urCite nebude pre vas problémom sformulovat vSeobecne platné pravidlo. Sformulovanie
vSeobecného pravidla je dékazom vztahu, ktory ste odhalili.



9. Bloky nul a bloky jednotiek vo vitaznej ceste

a. Vo vitaznej ceste odCitacej mnoziny {1, 2, 3} sa nachadza blok zlozeny z troch jednotiek.
Blok nul tvori iba jedna nula. Trojka je najvacsie a jednotka je najmensie Cislo, ktoré patri
do odcitacej mnoziny. Da sa tento jav zovSeobecnit?

b. Je to pravda?
Ak je vo vitaznej ceste dizka najdihsieho bloku, ktory sa sklada zo samych jednotiek, rovna
najvacsiemu cislu z od¢itacej mnoziny, potom odcitacia mnoZina obsahuje Cisla od 1 az
po dané najvacsie Cislo.

Dalsie odhady o vitaznych cestdch

Skumanie pomocou pocitaca: program TakeAway

Postup, akym vieme uréit vitaznu cestu, je zakazdym rovnaky. Vezmime si odteraz
na pomoc pocita¢. Otvorte subor s nazvom “TakeAway’.

Po otvoreni suboru uvidite v hornej ¢asti obrazovky odcéitaciu mnozinu {1, 4} a pod nou je
napisana vitazna cesta, ktord k nej patri. Nachadza sa tu tiez informacia o periode
a o pozicii, v ktorej perioda zacina.

Ak do odcCitacej mnoZiny viozite iné Cisla (od&itacia mnozina méze mat' maximalne sedem
prvkov), program automaticky vygeneruje zodpovedajucu vitaznu cestu.

Struény navod ako pracovat so suborom “TakeAway” sa nachadza v samostatnom
dokumente.

Teraz sa mbzete venovat vlastnému skumaniu. Formulujte svoje odhady a skumajte ich.
Ponukame vam niekolko napadov. Zalezi iba na vas, ¢o budete skumat, aké priklady si k svojmu
skumaniu vyberiete a s akymi argumentami budete zdévodriovat’ svoje zavery.

Preto nie su napady, ktoré uvadzame nizSie, Cislované ako ulohy, ale su oznacené bodkami, ako
moznosti na zamyslenie.

Periodicita

Urcite ste si v8imli, Zze pri od¢itacich mnozinach s malym poé&tom prvkov, sa vo vitaznej ceste
opakuje nejaky blok jednotiek a nul .

Takyto blok nazyvame periéda vitaznej cesty.

Vecna a fakticka argumentacia, pri opise rieSeni nasledujucich napadov na skimanie, je vitana!

e Urcte periddu odcCitacej mnoziny {1, n} pre fubovolnu hodnotu n (n =2, 3, 4, 5, ...).
Tvrdenie sformulujte napriklad takto: “Od¢itacia mnozina {1, n} ma periddu vitaznej cesty

“

tvaru ... "
e Uvazujte aj o odCitacej mnozine tvaru {2, n}.

¢ K dvom od¢itacim mnozinam {1, 3, 6} a {1, 2, 3, 8} najdete peridédy vitaznej cesty, ktoré maju
dizku 9. Ale bloky vytvorené z nul a jednotiek nie su totozné. Dokazete najst viac podobnych
prikladov odCitacich mnozin alebo/a rovnako dlhych peridd vitaznych ciest a k nim
prislichajucich od¢&itacich mnozin?



Zaverecné zadanie: odcitacie hry alebo Sachovnica

Vyberte si: budete pokracovat dalSou analyzou odcitacich hier? Pri analyze mébzete vyuzit
excelovsky subor "TakeAway". Alebo budete skumat naroCnejSie varianty hry o obmedzenom
pohybe krala na Sachovnici? Vyberte si a ukazte, aki ste Sikovnil!

Zavere€né zadanie 1 Odg¢itacie hry: Periodicita a jej zdévodnenie

Pozrime sa hilbSie na periodicitu vo vitaznych cestach od¢itacich hier. Poniukame vam niekolko
napadov na skumanie. Mozno ste na niektoré napady prisli aj sami. Samozrejme, mbdzete
pokraCovat v skimani vlastnych napadov.

o VSetky vitazné cesty, ktoré sme doteraz nasli, su periodické.
Prvy problém, vhodny na skumanie, méze byt hladanim odpovede na otazku: Plati to
vSeobecne? Po kratkej ivahe urcite pridete na to, ze to plati aj vSeobecne: pre kazdu
odcitaciu hru plati, Ze jej vitazna cesta je periodicka (napriklad 00011000110001100
01 1), s vynimkou zaciatku hry.
Pokuste sa najst vSeobecny dékaz uvedeného faktu.

Jednoduchy navod, ako dokazat’ periodicitu vo vitaznej ceste:
Nech je dana odcitacia mnozina {5, 13, 18}. Pocita¢ naSiel nasledujucu zaciato€nu postupnost
vitaznej cesty:

oooo0111110001171111121211111100111110000011121121101112111111
1111100001111100001111111121111101111100000111211121001112
11111111110001111100000212121112112111111211111100000111110
0011111111111110011211210000011211101112112111112111111000011
1110000111111111111101111100000.....

Uvedena postupnost je periodicka, ale periédu v tejto postupnosti nie je jednoduché odhalit.
Mame totiz vypisanych prvych 145 + 18 pozicii. Opakujuci sa blok jednotiek a nul, ktora ma
18 ¢lenov, sa zacCina opakovat po 145 poziciach (pozrite si pozorne zvyraznené Casti).

00000111110001111117117111111100111110000011111011111111
111110000111120000212111112111121210111110000011111200111
11111111110001111100000111111111111111121100000111110
0011111

e Mozete si byt naozaj isti, ze peridda vitaznej cesty ma dizku 145? Zdévodnite, uvedte svoje
najlepsie argumenty!

e Uréte dizku periédy odgitacej mnoziny {m, n}, kde m a n su prirodzené &isla.
Dalej moZete skimat, ako zavisi dizka periddy od odgitacej mnoZiny, ktora ma viac ako dva
prvky.
Tip: Sustredte sa najskér na Specialny typ od¢itacej mnoZiny, napriklad na niektort z mnozin
{1, 2, iné ¢islo } .

e Zacina peridda vitaznej cesty danej odcCitacej mnoziny od zaciatku tejto cesty?
Napriklad: “Zacina peridda vitaznej cesty kazdej od€itacej mnozZiny {m, n} poziciou 0”?
Vezmite do Uvahy aj od¢itacie mnoziny, ktoré maju viac ako dva prvky, napriklad odditacie
mnoziny {5, 11, 17} a {5, 13, 17}.

e Pozrite sa na periédu s dizkou Sest: 010111010111010111...
Existuje od¢itacia mnozina, ku ktorej uvedena vitazna cesta patri?
Hradajte odpoved na tu istt otazku pre postupnost s periédou dizky sedem: 0101111010
11110101...
Viete sformulovat a dokazat vSeobecné pravidla na zaklade ktorych méze byt na vitaznej
ceste odhalena periéda zaCinajuca nulou?
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Zavere€né zadanie 2 Dalsie hry na $achovnici

V predchadzajucich Castiach ste sa uz oboznamili s hrami na Sachovnici. Bola to hra
s obmedzenym pohybom krala a s obmedzenym pohybom jazdca. Predstavujeme vam dve
podobné hry. Hry maju dve spolo¢né vlastnosti: hraci sedia na tej istej strane Sachovnice; figurky
sa pohybuju obmedzene, ale hracie pole je neobmedzené. V oboch pripadoch je mozné najst také
rozmiestnenie nul a jednotiek na hracom plane, ktoré je potrebné pre optimalnu hru. Najst
optimalne rozmiestnenie pre tieto dve nové hry nie je jednoduché. Mbzete sa pokusit najst
vSeobecné pravidlo na identifikovanie pozicii porazeného. MézZete v8ak riesit aj menej narocnu
ulohu.

Hra s vezou na severo-zapade

Veza sa mbdze pohybovat o
f[ubovolny  pocet  Stvorcov
smarom nahor (sever) alebo
doflava (zapad).

Nekonecény sever alebo zapad

e Urcte pozicie vitaza a pozicie
porazeného na celom hracom
plane.

e Existuje vyherna stratégia,
podla ktorej vyhra hrac, ktory
je prvy na tahu?

Hra s kralovnou na severo-zapade

Kralovna sa mdze pohybovat’ o fubovolny pocet Stvorcov nahor (sever), diagonalne zdola smerom
vlavo hore (severo-zapad) alebo dolava (zapad).

Nekonecény sever, severo-zapad a zapad

e Zacnite s tym, Ze oznaclite jednotkami tie Stvorce, z ktorych sa dostanente na Stvorec 0

jednym tahom.

Teraz mdzete odhalit’ viac Stvorcov, ktoré budu oznacené 0. Su to pozicie porazeného.

Pokralujte d'alej, skuste pouzit' stratégiu cesty naspat.

Zahrajte si hru, v ktorej je kralovna v zaCiatoCnej pozicii na Stvorci (20, 40).

Zopakujte postup a urcte pozicie vitaza a pozicie porazeného na celom hracom plane.

Mozno sa vam podari odhalit charakteristicki vlastnost pozicii porazeného. To by bolo

vyborné!

¢ Vynikajuce by bolo, keby sa vam podarilo najst vitazny tah z nasledujucich Stvorcov: (15, 31);
(20, 21); (100, 200).

o Cim podrobnejsie dokazete popisat vlastnosti pozicii porazeného, tym lepsie!
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